Prof. Dr. K. Kassner Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

Dipl. Phys. A. Schulz Blatt 5 02.06.20
Teil A
11. Nichtrelativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung und schwach relativistische Kor-

rekturen

Im nichtrelativistichen Fall ist mc? die grofite Energie des Problems. Das motiviert den

Ansatz
B mc? ) (@
P =exp lih X

mit Funktionen ¢ und x, die nur schwach von der Zeit abhangen.

(a) Beniitzen Sie diesen Ansatz, um aus der Dirac-Gleichung

ih— =c +gd — 2mc 11.1
ot <X o(p—a/cA)e) T \x X (L.
abzuleiten. Zeigen Sie, dass in niedrigster Ordnung in Potenzen von 1/¢ gilt

_ 1 q
X=5-0 (p EA) 9. (11.2)
Hinweis: Uberlegen Sie sich, welche Terme in der zweiten Zeile von Gl. (11.1) die bei-

den grofsten sind. Alle anderen kann man in erster Naherung weglassen.

(b) Leiten Sie mithilfe dieses Ergebnisses die Pauli-Gleichung ab:

L0 (1 q.\2 qh
(Warum ist diese bis zur Ordnung 1/ c exakt?) Zeigen Sie, dass der landésche g-Faktor
fiir den Spin ¢ = 2 ist.

Hinweis: Setzen Sie A = %B x r und formen Sie dann die Gleichung so um, dass der
Bahndrehimpuls darin auftaucht.

(c) Zwecks Berechnung der nédchsten relativistischen Korrekturen muss die zweite Glei-
chung in (11.1) durch Iteration etwas genauer gelost werden. Dazu setzt man in der
exakten Gleichung das Ndherungsergebnis (11.2) in den urspriinglich vernachlassig-
ten kleineren Termen ein und 16st erneut nach x auf. Der Einfachheit halber betrachten
wir nur den Fall A = 0. Zeigen Sie, dass dafiir aus der ersten Gleichung von (11.1)
folgt:

ih2 =<(1- P ”—2+ @ +L(a )P (op)p9p=H' (11.4)
ot ? 4m?2c? om 1 22 \7P Prp¢=1¢ .

Wieso erhilt man auf diese Weise alle Korrekturen bis zur Ordnung 1/¢??

(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ = ||¢|* + || x||* bis zur Ordnung 1/c2.
(Ergebnis: p = o||* + % (V) quz.) Um im Schrodingerbild voranzukommen,

benétigen wir eine neue Wellenfunktion ¢s, so dass gilt (¢s | ¢s) = [ 0d3x. Zeigen
Sie, dass dies erreicht wird durch:

2
14
Ps = (1 + 8m2c2> %
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(e) Verifizieren Sie, dass gilt (4 Pkt.)
L0 . _ P>\ P

und zeigen Sie

r’ -
H +q®+H

2m
4 2
~ p qh qh (11.6)
H=- - Exp) ————V-E
8m3c2 _ am2c2’ (Exp) 8m?2c?
~——
Dispersionsterm  Spin-Bahn-Term Darwin-Term

Interpretieren Sie den Dispersionsterm und den Spin-Bahn-Term (fiir kugelsymmetri-
sche Potentiale ).

Losung:

(a) Wir gehen von der Dirac-Gleichung in der Form

{zx}, <p” — gA”) - ammc} Pp=0
Setzen wir dort
o_1ino
- cot’

cgs 0 o
A=Z(P,A) und wa=1, “i:_<Ui Ol)

ein, konnen wir sie als

ihd ¢ 0 o q T 0 B
{cat_cq>_(0‘ 0> (P—CA>—(0 _]1>"“}4’—0

ein, erhalten wir

L) (]2l 10 () (3) 0

3 mcz
Hierbei haben wir bereits duch den Faktor e i ! geteilt, der bei jedem Term auf-
tritt und von Null verschieden ist. Multiplizieren wir die Gleichung mit c, fassen
Terme zusammen und stellen nach den Zeitableitungen um, ergibt sich direkt

ih<£>::q¢><z>-+cv<p—-ZA)<g>-—2nm2<;). (11.7)

Um eine Ndherung zu erhalten, betrachten wir die zweite Zeile

ihx = q®x +co (p — gA) @ —2mc*x
q in

_ 1 q .
= X_%0(p_EA>¢+2mC2©X_2mC2X'

(11.8)
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(b)

Da wir hier den nichtrelativistischen Grenzfall betrachten wollen, konnen wir in
dieser Gleichung versuchen, die subdominanten Terme einfach zu vernachléssi-
gen. Da mc? die grofite Energie des Systems sein soll, gilt sicherlich

me* > qd.

Da die Funktionen ¢ und x zeitlich langsam variieren, ist X klein und wir ver-
nachldssigen es ebenfalls. Die sich so ergebende Gleichung kénnen wir direkt zu

1 94
A= ome (p Cc ) ¢
auflosen. Wir konnten auch einfach in Glelchung (11.8), die nach Potenzen von 1/¢

sortiert ist, diese , Entwicklung” nach dem , konstanten” und dem in 1/c linearen
Term abbrechen.

Anmerkung: Tatsdchlich zeigt das Ergebnis allerdings, dass der , konstante” Term

bereits O(1/¢) ist. Wir koénnen also die sichtbaren Potenzen von 1/c nicht ohne

Weiteres mit der Ordnung des zugehorigen Terms identifizieren. Wiedereinsetzen

der Ndherung fiir x in die Terme der formalen Ordnung 1/¢? aus Gleichung (11.8)

zeigt, dass diese tatsdchlich von der Ordnung 1/c* sind (wenn man annimmt, dass
o (p— 1A) von der Ordnung 1 ist).

Wir benutzen die letzte Gleichung aus (a) und setzen sie in die erste Zeile von

(11.7) ein:
= a0 (p- 1) Lo (5 1)
((P 1) wie (= ta) < (r=1a)] ) o
:qq§(p+2}n((p ZA)z—ija(Axp+p><A))(p
iq

=q¢¢+i(P—QA)2¢—*U(AXP+WA)(P
2m c 2mc

Hierbei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Formel
(c-A)(c-B)=(A-B)+ioc (A xB) (11.9)

aus der Vorlesung benutzt. Fiir die vorletzte Gleichung haben wir nur verwendet,
dass A x A = 0und p x p = 0 gelten. Den letzten Term der Gleichung kénnen wir
noch weiter vereinfachen. Dazu betrachten wir die i-te Komponente der beiden
Kreuzprodukte:

[Ax p+pxAl¢=[exApr +einprAj] @
(‘gl]kA Ok + gzk]akA ) ¢

- (€ijkcAjOk — €ijkOkA)) ¢
- Eijk ( i (akQD) — Ok (AJQO))
€k (Aj (9p) — A; (9kp) — (9Ay) @)

h h h
= — ¢k (%Aj) ¢ = £ [V x A];¢ = =Big.

NH\N»—‘\NH\N
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Damit erhalten wir als erste Ndherung der Dirac-Gleichung im nichtrelativisti-
schen Grenzfall die sog. Pauli-Gleichung;:

I 1 qg \2 qh
1F1(p—{q<15—|—2m(p— A) —(T‘B}qo

c 2mc

Da beim Einsetzen von x in die erste Zeile von (11.7) eine Multiplikation mit ei-
nem Faktor c stattfand, konnte man annehmen, dass das Ergebnis nur bis zur kon-
stanten Ordnung exakt ist, denn x war als Ndherung der Ordnung 1/c abgeleitet
worden [die vernachlissigten Terme waren formal O(1/¢?)]. Aus der Anmerkung
oben wissen wir aber, dass x tatsdchlich bis zur Ordnung 1/¢* exakt ist, weshalb
wir hier die Ordnung 1/c noch richtig erhalten.

Um den landéschen g-Faktor zu bestimmen, konnen wir den Hinweis benutzen
und finden mit wenigen Umformungen:

o 1 q 2 gh
1hq)—{q©+zm(p—2C(B><r)> —U'B}go

2mc

q2

8mc?

_ 1 2 9 _

N qu+2mp + (B x1) 2mc w chaB ¢
=B(rxp)=B-L

2

_ L, 4 24 f
= {qq>+2mp +8mcz (B xr) 2ch <L+220' Q.

Dabei haben wir nur benutzt, dass p; und r; fiir i # j vertauschen. Darum konnten
wir im Spatprodukt zyklisch vertauschen und fiir die zweite Gleichung die Ter-
me p (B x r) und (B X r) p zusammenfassen. Jetzt konnen wir den letzten Term
interpretieren. Er entspricht der Wechselwirkung des magnetischen Moments mit
dem B-Feld

4 E

2ch <L+22(r> .

Allgemein gilt fiir die Wechselwirkungsenergie von Systemen bei denen sich der
Gesamtdrehimpuls aus Bahndrehimpuls und Spin zusammensetzt

B'P‘:B'(P‘z+ﬂs):Zich'(glL‘ngs)-

Wir erhalten das Ergebnis
gs =2

fiir das Elektron, wenn wir

h
S=-
il
als Spinoperator verwenden und feststellen, dass in der Klammer L +- 28§ steht. Da
der Landé-Faktor g; des Bahndrehimpulses natiirlich eins ist, muss der des Spins
nach Adam Riese 2 sein. Der Landé-Faktor des Gesamtsystems kann ebenfalls

berechnet werden. Der Gesamtimpuls | = L + S ist wegen g; # g5 nicht parallel
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(©)

zup = 5 (gL + gS). In einem Quantenzustand wirkt sich nur die zu J parallele
Komponente aus

A PR
ﬂ||—71—8]%

Der Landé-Faktor g; berechnet sich dann mit

J.

g 2 9 52 T

Die Produkte L - J und S - ] kann man wie folgt umschreiben:

g'_2mcy-]_2mc(yl+ys)-] (¢iL+gsS)- T
i= = )

S =(J—-L?*=J]*-2L-J+L* = L-J=_(*-S+L?

L>=(J-8?=J]"-25-J+§ = S-J=

I\J\’—‘N“_\

(IZ+SZ_L2)

Driickt man nun J?, $? und L? durch ihre Quantenzahlen #?](J + 1), #*S(S + 1)
und #*L(L + 1) aus, erhilt man die Formel:

$i = g (U0 +1) =SS+ 1) +L(L+1)

+olJ(J+1)+S(S+1) —L(L+1)]>.

Er hdangt also vom tatsdchlich vorliegenden Wert des Bahndrehimpulses (und des
Gesamtdrehimpulses) ab, wenn wir S = 1/2 als gegeben voraussetzen.

Da wir ab dieser Stelle A = 0 setzen, schreiben wir zur besseren Ubersicht unser
System (11.7) aus (a) noch einmal auf
ihg =c(op)x +qP¢ (11.10a)
inx = c(op)e +qdx — 2mc*x . (11.10b)

Um die ndchsten relativistischen Korrekturen zu erhalten, miissen wir unsere ers-
te Naherung

(op)ep (11.10c)

in die vorher vernachldssigten Terme einsetzen (siehe Teilaufgabe (a)). Benutzen
wir also in (11.10b) die Relation (11.10c), ergibt sich

X~ ome

s (0p)g = c(ap)o+ A (op)g —2mx
= X=- i;f;ih(l” “;ﬁ)j" + 4qu€3 P(op)g
(11.10a) él(:rrzzpc)?’ (c(ap)7£+ q@gp) + ((2751);0 + 4quc3(p(‘fp)€9
(11.100) 4(;523 ((Upz)r:rp) 9+ ‘7@4’) + (ZZ)CGD + 4quC3 P(op)g.
(11.11)
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Die unterstrichenen Terme sollen zeigen, wo eine Ersetzung zur nédchsten Zeile
hin gemacht worden ist. Betrachten wir zwischendurch noch einmal Gleichung
(11.9) fir A = B = p:

(op) (ep) =p* +ic (px p) = p*. (11.12)

Damit erhalten wir zunéchst als zweite Ndherung

o 2 (o
) (;ﬂ¢+q¢¢>+(2p)¢+ T_plop)g.

4m?c3 mc 4m?c3

Jetzt konnen wir als ndchsten Schritt den ersten Term der rechten Seite von (11.10a)
bestimmen:

clop)x = —M <pzq)+qq>¢) + M

4m?2c? 2m
_1
+ 4m2C2<‘7P)‘D(‘TP)§0
2

2
_ P 14 p q) q
(11.12) 4m?c? < ¢+ q(Dgo) + Am2c2 (op)@(op)e

2 4 2
_ (P _ P P q
B <2m 8mS3c2 4m2c2qq>+ 4m2c2(ap)d>(o-p)> ¢

Dies konnen wir jetzt in (11.10a) einsetzen und erhalten

¥ r p’ q
(Zm “ e~ a2 1®t pa(op)elen) + ”7‘P> ¢ 11D

Den gleichen Ausdruck erhilt man, wenn man Gleichung (11.4) ausmultipliziert.
Damit ist dies die zweite relativistische Korrekur.

Anmerkung: Dies war die brute-force-Methode. Es geht auch etwas eleganter. Die
erste Gleichung von (11.11)

_ (op) ... (op)e q
X= 4m2031hq)+ 2mc +4 23@(0’9)(’)

muss ndmlich gar nicht weiter umgeformt werden, man kann sie direkt in (11.10a)

ihg = c(op)x +qP¢
einsetzen und dann nach ¢ auflosen.
Das liefert

p) ()fp+q

ih(p:c((rp)[ 4( 31hcp+ e T e

(ep)* . (op)e 4
= i g+ L Lt L (op)@(op)e+adg

q?(cfp)(/)] +qP¢p

2
- <1+4m2c2>q’_{2m” TP+ i (‘TP)@(UP)}q), (11.14)
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wobei wir (a'p)2 = p? verwendet haben. Um nach ¢ aufzuldsen, miissen wir nur
von links mit dem Inversen des Operators 1 + p2 /4m?c? durchmultiplizieren, was
im Allgemeinen eine schwierige Aufgabe sein kénnte, in der Naherung p?/2m <
mc? aber bei Beschrankung auf O(1/¢?) trivial ist:

2\ ! 2
(1+ P ) —1--P _Loasd.

4m?2c2 4m?c2?

Multiplizieren wir hiermit durch und berticksichtigen noch, dass der letzte Term
in (11.14) bereits O(1/¢?) ist, d.h. wir fiir diesen Term durch die Multiplikation
nur Korrekturen in O(1/c*) generieren (wir also den Term als nur mit eins multi-
pliziert ansehen konnen), so erhalten wir:

ihg =14 (1- (P, g0 ) + 1 (op)®(op) b (11.15)
4m2c? ) \ 2m 4m?2c? ’
was Gleichung (11.4) ist.

(d) Da wir die Wahrscheinlichkeitsdichte bis zur Ordnung 1/¢? bestimmen sollen und
die Spinoren dort quadratisch eingehen, konnen wir unsere Ndherung (11.10c) in
die Definition einsetzen:

1 2

1 h
2mc

2
2meci |

(cp)g (@V)gl

:nmf+}

e:nw?umwzan+H
2 hz 2
= gl + ez | (Vg

Wir setzen
2
_ P
Ps = (1 + 8m2c2> 4

und bringen [ ¢ d3x und (¢ | ¢s) auf dieselbe Form.

hz * *
[edx=[llgl® @x+ s [ 10" V)g") (eV)gd’

hz 3 3 . .

0i¢"]" 010,09
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hz
—/HGDH d3x+4 22 Z{Z;/ (8@ 51]a]q)+1281]k8q) Uk8]q)> d3x (+)
i=1j
2

h
Ga:uss/ H(PHZ d’x — Am2c2 (;/q)+aiai¢d3x
+iz/(p+0'k ZZEijkaiajgo d3x>
k i

— —
0

n? 1
= [ llgl® &®x - e [o'VPodx= [lgl® @x+ ;s [ 9'PPgd’

2
P
—/ < 1 2) pdix = <(p‘1+4m202 q)> .

Man kann diese Rechnung kiirzer und eleganter darstellen, wenn man von vorne-
herein klart, dass die Skalarproduktbildung eine Kombination aus Multiplikation
mit einem adjungierten Vektor und Integration tiber den Ortsraum ist. Der Ope-
rator o ist dann selbstadjungiert im Raum der 2x2-Matrizen mit dem {iblichen
Skalarprodukt von zweidimensionalen Vektoren (bzw. Spinoren), der Operator p
hingegen ist selbstadjungiert beziiglich des Skalarprodukts, das durch die Orts-
integration definiert ist. Die Bildung des adjungierten Operators zu (op) ist in-
nerhalb des kombinierten Skalarprodukts unproblematisch, formale Rechnungen
bleiben richtig.

() = g (@P)91(@P)9) = 5z (9l(p) (0P)g) = 1y (9l(p P)o)

— 1 — 1 2
= o2 \Plp-ple) = 75 (elple)

Nun miissen wir noch (¢; | ¢s) betrachten:

pZ pZ
w10 = (o) ¢ (1 52 #)
2 \?2 2
_ 4 _ 14
B <(P‘ (1+ 8m2c2) (P> B <(P‘1+ 4m?2c2

Das war zu beweisen.

Prold)

Anmerkung: Was man eigentlich gern htte, ist ein Spinor ¢s, der || ¢s(x)||* = o(x)
erfiillt. Das gilt mit ¢, = (1 + 8%;) @ leider nicht notwendigerweise Das Pro-

blem ist, dass in ¢ (x)ps(x) = [(1 szcz Vz) (p*] (1 — szcz V2> ¢ das Quadrat
des Impulsoperators nicht rechts von ¢ geschrieben werden darf, denn die hier
stehende Adjunktion ist nur eine im Spinorenraum. Nur bei Adjunktion beziiglich
des Skalarprodukts im Ortsraum (also unter einem Integral) kann der Impulsope-
rator nach rechts gezogen werden. Verwirren kann hier zusitzlich, dass man fiir
beide Adjunktionen ein- und dasselbe Symbol * verwendet.

Wir diirfen nur im Spinorenraum adjungieren, nicht im Ortsraum, denn das Er-
gebnis soll ja ortsabhédngig bleiben. Eine detaillierte Betrachtung liefert folgende
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Ergebnisse:

i 72
lgs|I* = ¢f (x) s (x) = [(1 — WW) fp*] (1 - WV2> ¢

t n* t oy ) t
=005 13(Vie)o— o 350 (Vi) + <W> (V2e") (Vi)

o@1/¢)
hZ
~ 00— oz |V (V(6'9)) ~ 296 (V)| + 00se)
n n?
_ 2 2 o 2 .
=0l + s V0l = o5V - (Vll0l*) + 001/e),

m

hier wurde benutzt:

(V9" =V((Veh)e) — (Vo' ) (Vo) =V (V(e'p) —9'Ve) — (Vo') (Vo)
=V(V(g'9)) —2(Ve") (Vo) — 9" (V?9).

Auflerdem kann man aus der obigen Rechnung bei (+) entnehmen, dass
3

3 3
0= HG"HZ 4m2 5 Z E ( z§0+(5ija]'§0 +1i Z €ijkai§0+0'ka]'g0>
i—=1 —

3 3
- Hq)H + 4m2 2 ZZ (a ¢+a QD—IZEk]Za @ Uka]§0>

i=1j=1 k=1
gl (v " Y i
- (PH +4m2c2( % )( 4m2c22 z(P Z;kzlskﬂak iP
J
:(U'XV(p)l‘

2, in? ;
= ll* + 555 VoI = 155V - (#1(c < Vg) -

Man sieht, die beiden Wahrscheinlichkeitsdichten unterscheiden sich:
h? h?

2 2 2 ) 2

losl* = lloll* + 525 I Vol = 555V - (V ll9)?)

h? in? .
0=l91* + 15 [V9l* = 155V - (¢1(c x Vo))

Allerdings ist der Unterschied die Divergenz eines Stroms. Bei Integration tiber
ein Volumen mit geeigneten Randbedingungen (z.B. no flux oder periodischen
R.B.) liefern beide Dichten dasselbe Ergebnis — sofern sie nur mit ortsunabhén-
gigen Operatoren multipliziert werden.

(e) Zur Bestimmung des Hamiltonoperators in der Schrodingergleichung fiir ¢s set-

Musterlosung/Abgabe: 16.06.20 9
Besprechung: 16.06.20



Modul 4: Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

zen wir dessen Definition ein und formen um:
., 0 0 p? B p> \.. 0
1hgq)s = 1h§ <1 + 8m2c2> Q= <1 + 8m2c2> 1h§(p
P’ /
(1?4) <1 + 8m2c2> He
2 2 -1
_ 14 / P
= (1 + 8m2c2> H <1 + 8m2c2> Ps
2 2
p p 1
(1 +o 2c2) H' (1 - 8m2c2> ¢s + O <C4>
1

Damit ist die Gleichung (11.5) und die darin auftretende Darstellung des Hamil-
tonoperators H gezeigt.

Um nun die detaillierte Form (11.6) zu zeigen, werten wir das Produkt bis zur
Ordnung O (¢~2) aus.

2 2
= P (1= P
e (e g2 (1)
p’ p’ p* q
<1 " 8m 2C2> {<1 a 4m2c2> <2m 4 ) 4m2c2(¢7p) qj("'P)}
2
__r
% <1 8m2c2)
p p P q
e - _ _r 1 C4 P 91
{(1 + 8m2c2  Am2c2 + O (1/ )> <2m +q€l>> + T2 (op) @ (o'p)}
2
__r
8 (1 8m2c2>

1— + O (1/&) p—2+<b 1— P + 9 (cp) @ (op)
8m 2 2 om 1 8m?2c? am2c2 7P P

2 4 )
ro v q 5 P q
<2m T Temd2  sm2c2P (I)) (1 8m2c2> T 2 (op) @ (op)
2 4 4
’L p q 2o P 9
2m e T Temd2  sm2c2P @ 16m3c2  8m2c2 P

1
t a2 (op) @ (op)
2 4 q

_ P p 19 2 2 1/c4
= o5m TP~ ga gz PO+ PP + i (op) @ (ap) + O ((1/1c is)

Hierbei haben wir ausgeniitzt, dass der den Spinoperator enthaltende Term schon
O (¢?) ist und deshalb durch die beiden an H heranmultiplizierten Faktoren gar
nicht verandert wird.

Um den erhaltenen Ausdruck weiter zu vereinfachen, betrachten wir die Wirkung
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der beiden letzen Terme auf einen , Testspinor” ¢ gesondert:
[, @]ayp = pP Oy + PpPy = 1PV (Py) — POV
= —1 (AD) p — 20 (VD) (Vi) — 22 DAY
= 1 (AD) ¢ — 2ih (V) (pyp) — 20> DAY,

und wir flihren mittels E = —V @ das elektrische Feld ein, so dass A® = —V - E,

was
2 .

_q 2 o Mg o o ihg
8m?2c? (e +op?) = 8mzc2V E 4m2c?

liefert. Ferner gilt

q 2
Ep — 12c2 dp (11.17)

(ep) @ (op)p = —1* (eV) @ (aV)
= 1 (¢ [VO)) (eV) § — 1P (V)
— i (¢E) (cp) p + P (op) ¥,
was wir mithilfe von (¢p) = p? und (¢E) (¢p) = Ep +ic (E X p) weiter verein-
fachen konnen:

9 _ 1 2 _ihg hq
122 (OP) @ (0p) = a3 ®p + o 5Ep - az0 (Exp) . (1118)

Man sieht, dass bei der Addition von (11.17) und (11.18) die beiden letzten Terme
von (11.17) gerade die beiden ersten von (11.18) kompensieren. Nach Einsetzen in
(11.16) erhalten wir das gewtinschte Ergebnis:

2 4 B 2

_r g g o
H_2m+q<b 8m3c2 4m2c20(EXp) 8m2cZv E

Der Dispersionsterm (das ist der Term p*) beschreibt die relativistische Korrek-
tur der kinetischen Energie; man erhdlt ihn beim Entwickeln der relativistischen
Energiedispersionsrelation als Folgeterm der klassischen kinetischen Energie:

1/2 2 2 4
{24 2.2 2 p —~ o2, P p
E=(nc+p2¢) " =md 1+ on mmd el - g

VItaZal+ hx— a2

In einem radialsymmetrischen Feld ist E || r. Der (auf den Dispersionsterm fol-
gende) Spin-Bahn-Term beschreibt die Kopplungsenergie zwischen dem Spin "¢/2
und dem Bahndrehimpuls r X p aufgrund des Magnetfeldes, das das elektrische
Feld des Kerns im bewegten Bezugssystem des Elektrons erzeugt. Wenn man
,klassisch” das Magnetfeld aus dem elektrischen Feld des Kernes, den das Elek-
tron umkreist, gemdfs B = —v/c x E berechnet, wiirde man einen um den Faktor
2 grofieren Ausdruck erhalten. Die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn ist
definiert mit

_8lgp_ 1 g. __ 1. _
e S-B= s S-(vxE)= s S-(Exp) 2 (Exp) .
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Dies ldsst sich verstehen, wenn man berticksichtigt, dass das Bezugssystem des
Elektrons kein Inertialsystem ist, was bedeutet, dass der Effekt der Thomas-Pri-
zession (Spinprazession im nicht mitbewegten Inertialsystem) auftritt.

Der Darwin-Term ist eine Folge der Zitterbewegung des Elektrons.

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Teil B

8. Zwei-Spin-System 6 Pkt.
Der Hamiltonoperator eines Systems aus zwei Spin-3-Teilchen sei durch
_ A (@) L) g0
H_%<SZ + 5! )+?s()-s()
gegeben. Hierbei sind a und b positive, reelle Konstanten und S bzw. $?) sind die
Spinoperatoren zum ersten Spin (1) bzw. zweiten Spin (2), d.h. Drehimpulsoperatoren zur

Quantenzahl | = 1/2. Berechnen Sie die Eigenwerte von H und geben Sie die zugehorigen
Eigenvektoren im Basissystem der Eigenzustdnde

imymy) = [m)D [m)®

2 2
von (S(l)) , (S (2)) , Sgl) und S§2) an. Fiir welches Verhiltnis 4/b tritt Entartung auf?

Hinweis: Eine Moglichkeit die Aufgabe 16sen ist es, den Spinoperator als
S(l) = Sa(ci)ex + Sy)ey + Sgi)ez

aufzufassen. Uber die Darstellung des Spinoperators mit den Pauli-Matrizen kann man

zundchst die Eigenzustiande \m)(i) von Sgl) fur ein System mit einem Spin bestimmen.

Die Eigenzustinde fiir das Zwei-Spin-System sind die Produktzustidnde |m;m,). Die Ma-
trixdarstellung von H wird dann iiber seine Wirkung auf |mm;) berechnet.

Alternativ kann man auch zum Gesamtspin § = SV + §() {ibergehen und ausrechnen,
2 2
wie die gemeinsamen Eigenvektoren |S, M) von (S(l)) , (S(Z)) , 8% und S, im Basissys-

tem der |mym;) aussehen.

Losung: Wir wollen zunédchst den konzeptionell einfacheren Weg betrachten. Hierzu
miissen wir uns zundchst klar machen, wie die Komponenten des Spinoperators auf
die Eigenzustiande von H, $% und S, wirken. Wir betrachten also erstmal nur einen
Spin. Fiir die Komponenten des Spins kennen wir die Darstellung mittels der Pauli-
Matrizen:

0 1 h0 —i h(1 0
S’“_2<1 o) Sy_2<i 0) SZ_z(o —1>
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In dieser Darstellung sind die beiden Eigenvektoren

M=() m=+0  wd W= (]) =),
Damit erhalten wir also
1) Syl = o1 S It =45 )
1) Syl =—in 1) Sl =21

Sy |T> =
Sx |¢> =

(8.1)

NSNS

Um nun das System aus beiden Spins zu beschreiben, wéhlen wir die (nattirliche) Basis

B1) = [T1) |B2) = |14) 1B3) = 1) |Ba) = [14)

Wir stellen fest, dass diese Basis orthonormiert ist, was die Berechnung der Matrixdar-
stellung von H vereinfacht. Wir schreiben H aus

a1 @ 4b [ .1) (2 1) «(2) 1) (2
H_ﬁ(s§)+sz))+?(sx>s§>+sy)s§ +5s)

und lesen die Wirkung auf unsere Basisvektoren ab:

H|p1) = (b+a)[B1) H|p2) = 2b|B3) —b[p2)
H|Bs) = 2b[B2) —b|Bs) H|Ba) = (b—a) |Ba)
Als Matrix geschrieben lautet der Hamiltonoperator also
b+a 0 O 0
B} _ 0 -b 20 O
H 0 26 —b 0

0 0 0 b—a
Wegen der speziellen Form konnen wir die zwei Eigenwerte
AM=b+a und A=b—a
und die zugehorigen Eigenvektoren

1) = [B1) und |ag) = [Ba)

ablesen. Die anderen ergeben sich, da in der zweiten und dritten Zeile der erste und
vierte Eintrag Null sind, aus

(b+A)  2b

_ 2 2 _
b (b = EHA - —  Ay=-3b

As=b

0=

Die verbleibenden normierten Eigenvektoren ergeben sich zu

) = = (B2~ 1) und  Jas) = = (162) + |6a))
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Da a und b echt grofler Null sein sollten, kann Entartung nur bei

A2:A4 = %:4

auftreten.

Kommen wir nun zur etwas , komplizierteren” Rechnung. Hierzu erinnern wir uns
zunédchst, dass ein allgemeiner Drehimpuls J in der Quntenmechanik durch

[I.Ji]=0 und  [];,Ji] =ihej]i

definiert ist. Da die beiden Spins S M) und S diese Eigenschaften erfiillen, wird dies
auch fir den Gesamtspin

§=35W 452
gelten. Somit gelten 0.B.d.A. die folgenden Eigenwertgleichungen
S21S,M) =S(S+1)h*|S,M) und  S,|S,M)= Mh|S, M), (8.2)
wobei S und M die beiden Quantenzahlen zur Beschreibung von S sind und erstmal
die Werte

S:O,%,l,g,... und M=-§5-5+1,...5-1,§

annehmen konnten. Um diese weiter einzuschranken, entwickeln wir die Eigenvekto-
ren aus (8.2) in der ,,alten” Basis

1S, M) =YY (mimy| S, M) [mymy) . (8.3)

my mp

Wegen
S, ’71111712) = (m1 + mz)h ’71111712)

erhalten wir aus (8.2) und (8.3)

0= Y a(M—my —my) (mymz|S, M) |mymz) .

my mp
Da die |mym;y) linear unabhéngig sind, fithrt uns das direkt auf
(mymy|S,M) =0 fir my+my # M.

Wir halten fest, dass die neuen Eigenvektoren sich immer nur aus Zustdnden zusam-
mensetzen, fiir die
m+my =M

gilt. In unserem Fall ist der maximale Wert M = 1, weswegen es auch Zustinde mit
S =1 geben muss. Da dies aber noch nicht genug Zustande (nur 3 statt 4) sind, muss
es aufierdem noch einen S = 0 Zustand geben. Allgemein gilt

h—pRl<j<jh+i.
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Die in (8.3) auftretenden Koeffizienten (m;m; | S, M) werden als Clebsch-Gordan-Ko-
effizienten bezeichnet. Es ist moglich diese mit einer Rekursionsgleichung zu berech-
nen. Diese kann z.B. in , Theoretische Physik II“ von Eckhard Rebhan nachgelesen wer-
den. Mit ihnen erhalten wir nach Normierung die vier Eigenvektoren:

1 1

0,0) = - 1,0) = +
0,00 = =7 (1B2) = 13)) 11,00 = =7 (1B2) + 1B3))
1,1) = 1p1) 1, =1) = [a)
Der Zustand mit S = 0 wird als Singulett und die Zustdnde mit S = 1 werden als

Triplett bezeichnet.

Jetzt miissen wir noch den Hamiltonoperator mit S und S, ausdriicken und seine Ei-
genwerte berechnen. Wegen

§ = (s + 5(2))2 _ (5<1))2 o5 . g2 | <5(2>)2 _ thﬂ 425 . g2

——r N——
_3p2 _3p2
1 1

lautet H nun

H="s +0s 3.

o
Wie wir sehen, sind die gemeinsamen Eigenvektoren von S und S, ebenfalls Eigenvek-
toren von H und es gilt

H|S,M) = Esm|S, M) mit Egp = aM +2bS(S+1) — 3b.
Wir erhalten also wieder die vier Energien:

E0,0 = —-3b E1,_1 =—a-+b El,O =b E1,1 =a+b

Anmerkung: Zur Berechnung der Eigenwerte sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten
nicht notig, dazu reicht es, den Hamiltonoperator mithilfe von S, und S? darzustel-
len. Die Eigenvektoren in der Form |S, M) erhdlt man dann auch sehr einfach. Zur
Berechnung der Eigenvektoren in der Darstellung durch die |f;) braucht man in die-
sem einfachen Fall auch nicht die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nachzuschlagen. Man
tiberlegt sich einfach fiir jedes der moglichen |S, M), welche (maximal zwei) |B;) die
Bedingung m; + my = M erfiillen und setzt die passende Linearkombination in die
Gleichung H |S,M) = Egu |S, M) ein, um die Koeffizienten der Linearkombination
zu erhalten. In den Fillen |S, M) = |1,1) und |S, M) = |1, —1) ist nicht einmal das not-
wendig, denn dort besteht die Linearkombination nur aus einem Term und es reicht,
die Normierung nachzupriifen.

Im Teil B konnen 6 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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