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В работе предлагается алгоритм решения класса задач теории 
расписаний для одного прибора. На одном приборе необходимо 
обслужить множество из  требований, для каждого из которых 
заданы момент поступления, директивный срок и функция штрафа 

. Кроме того, заданы интервалы доступности прибора. Время 
обслуживания каждого из требований зависит от момента начала 
обслуживания и задаётся функцией . Предлагается алгоритм 
нахождения Парето-множества расписаний для критериев  и 

. Трудоёмкость алгоритма составляет  
операций, где P и H – трудоёмкости нахождения значения  и оценки 

 соответственно.  

Введение 

Множество требований ={1,…, n} необходимо обслужить на 
одном приборе. Для каждого требования  определены момент 
поступления  и строгий директивный срок . Одновременное 
обслуживание двух требований запрещено. Все требования 
обслуживаются без прерываний. Будем называть  расписанием  
множество моментов начала обслуживания , заданных для 
каждого требования , таких что  и 

 для любого требования , где 
. Определим момент окончания обслуживания 

требования  при расписании  через  Будем 
называть расписание  допустимым, если для любого требования   
при расписании  выполняется неравенство . Множество 
допустимых расписаний обозначим через . Время обслуживания 
каждого из требований  определяется функцией  значение 
которой может быть вычислено за  операций для любого момента 

                                                           
* Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 15-07-07489, 15-07-03141 и DAAD A/1400328. 



начала обслуживания . Причем  — монотонно неубывающая 
функция для любого . Заметим, что при этом множество моментов 
начала обслуживания требований будет однозначно задавать 
последовательность их обслуживания.  

Функции штрафа , определенные для каждого из требований  
 монотонно не убывают и для любого значения , для нахождения 

момента времени , такого, что  требуется не 
более чем  операций. 

В соответствии с  обозначениями, принятыми в теории расписаний 
и предложенными в статье [1], данная задача может быть обозначена как 

. Для её решения требуется найти расписание 
, удовлетворяющее критерию 

 
Данная обобщённая постановка включает в себя следующие задачи 
теории расписаний для одного прибора: 

где  — вес (ценность) требования . 
Заметим, что с помощью функции  могут быть заданы 

интервалы доступности прибора. 
В данной работе предлагается алгоритм построения Парето-

множества расписаний для решения задачи 
 

Задача минимизации общего времени выполнения требований с 
одинаковыми временами обслуживания   была 
рассмотрена в работах [2] и [3]. Подробный обзор задач с одинаковыми 
временами обслуживания представлен в [4]. Алгоритм линейного 
программирования для задачи  , где  — 
неубывающая функция, представлен в [5]. Решение двукритериальной 
задачи  представлено в [6]. 

Вспомогательная задача 

Пусть  — последовательность требований,  в 
которой они выполняются при расписании , и  — порядковый 

Задача Значение  
    

    
    

    
    



номер требования  при расписании , т.е., 
 

Определим семейство множеств  такое, что для 
любого , во множество  входят требования, порядковый 
номер обслуживания которых не превосходит . Данное семейство 
множеств удовлетворяет свойству .  Для любого 

, определим дополнение к множеству  как . 
Будем говорить, что расписание  удовлетворяет семейству 

множеств , если для любого  и для 
каждого требования  выполняется неравенство  Таким 
образом, для любого , только требование из множества  
могут обслуживаться под порядковым номером , т.е., .  
Очевидно, что ,  и для любого , количество 
требований, принадлежащих множеству , не превосходит , т.е., 

 
Для любого  определим , если  и , 

т.е.,  
Пусть   — множество расписаний , 

удовлетворяющих семейству , и для каждого требования , 
выполнено неравенство . Заметим, что для семейства  

, множество  совпадает с множеством 
допустимых расписаний  

Сформулируем вспомогательную задачу и алгоритм её решения. 
Вспомогательная задача. Найти расписание  
удовлетворяющее критерию  

 
Алгоритм 1 

1. Входные данные: . 
2. Выполняем операции: 

a) ; 
b) для каждого  ; 
c) для всех  присваиваем  

3. Последовательно назначаем требования на порядковые номера 
обслуживания требований  по правилу наибольшего 
момента поступления с учётом семейства множеств : 

 
4. Устанавливаем моменты начала обслуживания по формулам: 

  
  



для значений   
5. Для требований  и порядковых номеров , 

проверяем неравенства 
 

a) Если для некоторой пары , неравенство не выполняется, 
включаем требование  во множество , изменяем 

, и продолжаем проверку для других значений 
. 

b) Если неравенство верно и , то продолжаем проверку. 
c) Если  и для всех пар , где  неравенства 

выполняются, то return{ }. 
d) Если  и для какой-то пары , где  неравенство 

неверно, то переходим на шаг 6. 
6. Для всех множеств , проверяем мощности  

a) Если для всех множеств неравенство верно, присваиваем 
,  и   для всех ,  а затем 

переходим на новую итерацию (шаг 3). 
b) Иначе, return{ }. 

Алгоритм решения основной задачи 

Теперь представим алгоритм построения Парето-множества 
расписаний для решения основной задачи. 

Алгоритм 2 
1. Входные данные: . 
2. Присваиваем  и для всех . 

Для каждого требования  получаем . 
3. Выполняем построения расписания  по 

алгоритму 1. После выполнения алгоритма 1 получено 
семейство множеств  . 

4. Если : 
a) присваиваем , ; 
b) Если ,  добавляем  во 

множество , увеличиваем   и переходим на 
новую итерацию (шаг 3). 

c) Если ,  заменяем  на  во 
множестве , присваиваем   и переходим на 
новую итерацию (шаг 3). 

5. Если , . 



Лемма 1. Мощность множества  не превышает . 
Теорема 1. Трудоёмкость алгоритма 2 составляет 

 операций, где  — количество требований,  — 
трудоёмкость вычисления момента времени  такого, что 

, и  — трудоёмкость вычисления . 
Теорема 2. Множество расписаний , полученное в результате 
выполнения алгоритма 2 является Парето-оптимальным по критериям 

 и , а расписание  оптимально по критерию  
 

Если , то допустимых расписаний не существует т.е., 
 

Заключение 

В данной работе представлен метод «наполнения множеств» для 
решения однокритериальных и двукритериальных минимаксных 
оптимизационных задач построения расписания для одного прибора. 
Основная идея данного подхода заключается в итерационном 
построении расписаний. На каждой итерации строится расписание со 
значением функции штрафа строго меньше, чем на предыдущем шаге с 
учётом свойств, полученных на предыдущей итерации, выражающихся в 
постепенном заполнении семейства контрольных множеств.     
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