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МИНИМИЗАЦИЯ СУММАРНОГО ВЗВЕШЕННОГО ВРЕМЕНИ
ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРЕБОВАНИЙ С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ:

МЕТОД, ОСНОВАННЫЙ НА УСТОЙЧИВОСТИ1

Исследуется задача построения расписания для одного прибора при неопре-
деленных исходных данных: длительность обслуживания требования может
оказаться равной любому действительному числу из заданного отрезка. Кри-
терий оптимальности – минимизация суммарного взвешенного времени обслу-
живания 𝑛 требований. В качестве решения задачи с неопределенными дан-
ными рассматривается минимальное доминирующее множество перестановок
требований, содержащее хотя бы одну оптимальную перестановку для каждой
возможной реализации длительностей обслуживания требований. Для реали-
зации оптимальной или близкой к оптимальной перестановки требований стро-
ится перестановка с наибольшим объемом многогранника устойчивости, кото-
рый является подмножеством области устойчивости. Для поиска перестановки
с наибольшим многогранником устойчивости разработан метод ветвей и границ.
Если несколько перестановок имеют наибольший объем многогранника устой-
чивости, то среди них выбирается перестановка, удовлетворяющая одному из
двух простых эвристических правил. Качество построенных перестановок (на-
сколько они близки к фактически оптимальным перестановкам) и эффектив-
ность разработанных программ (среднее время работы процессора при решении
одного примера) продемонстрированы на множестве случайно сгенерированных
примеров с количеством требований, заключенным в пределах 5 ≤ 𝑛 ≤ 100.

1. Введение

Практические задачи построения оптимальных расписаний могут включать раз-
личные неопределенные параметры, и в литературе по исследованию операций пред-
ставлено несколько подходов к решению таких задач. В широко распространенном
стохастическом подходе [1] неопределенная длительность представляется случай-
ной величиной с заранее известным законом распределения вероятностей. Если же
нет достоверной информации для определения закона распределения вероятностей
каждой случайной длительности, то необходимо использовать другие подходы [2, 3].
В частности, в робастном подходе [4–6] лицо, принимающее решение, отдает пред-
почтение расписанию, при котором исключаются потери при наихудшем сценарии
среди всех возможных реализаций длительностей обслуживания требований. Под-
ход, основанный на устойчивости, разработанный в [7–12], объединяет анализ устой-
чивости, двустадийное принятие решений и минимальное доминирующее множество
расписаний, которое определяет оптимальное покрытие всех возможных сценариев в
том смысле, что оно содержит хотя бы одну оптимальную перестановку для каждой

1 Исследования первого автора проводились при поддержке Белорусского республиканского
фонда фундаментальных исследований.
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возможной реализации длительностей обслуживания требований [9–11]. Минималь-
ное доминирующее множество расписаний (которое может быть построено на стадии
оф-лайн) позволяет принимать он-лайн решения всякий раз, когда становится до-
ступной информация о реализации обслуживания некоторых требований [9, 10].
В этой статье рассматривается задача построения расписания для одного прибора

с интервальными длительностями обслуживания 𝑛 требований. Для решения этой
задачи точно (или приближенно) используется понятие многогранника устойчивости
аналогичного шару устойчивости [9, 12–14], который применен в постоптимальном
анализе. С помощью точной формулы для определения за время 𝑂(𝑛 log 𝑛) много-
гранника устойчивости конкретной перестановки разработан метод ветвей и границ
для определения перестановки с наибольшим объемом многогранника устойчиво-
сти. Представлены результаты экспериментов по нахождению перестановок с наи-
большим объемом многогранника устойчивости, удовлетворяющих одному из двух
эвристических правил.

2. Постановка задачи, обозначения, обзор результатов

Множество 𝑛 требований 𝒥 = {𝐽1, . . . , 𝐽𝑛}, 𝑛 ≥ 2, необходимо обслужить од-
ним прибором. Каждому требованию 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 сопоставлен вес 𝑤𝑖 > 0. Длительность
обслуживания 𝑝𝑖 требования 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 может оказаться равной любому действитель-
ному числу, заключенному между нижней границей 𝑝𝐿𝑖 > 0 и верхней границей
𝑝𝑈𝑖 ≥ 𝑝𝐿𝑖 , которые известны до начала составления расписания. Длительность об-
служивания 𝑝𝑖 может оставаться неизвестной вплоть до момента завершения обслу-
живания требования 𝐽𝑖 (такое условие имеет место для многих задач оперативно-
календарного планирования).
Пусть 𝑇 обозначает множество всех векторов 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) возможных дли-

тельностей обслуживания требований. Множество 𝑇 – это замкнутый прямоуголь-
ный многогранник в пространстве 𝑅𝑛

+ неотрицательных 𝑛-мерных действитель-
ных векторов. Он может быть представлен как декартово произведение 𝑛 отрезков
[𝑝𝐿𝑖 , 𝑝

𝑈
𝑖 ], 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}:

𝑇 =
{
𝑝 ∣ 𝑝 ∈ 𝑅𝑛

+, 𝑝
𝐿
𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 , 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}} = ×𝑛

𝑖=1[𝑝
𝐿
𝑖 , 𝑝

𝑈
𝑖 ].(1)

Вектор 𝑝 ∈ 𝑇 возможных длительностей обслуживания требований будем называть
сценарием.
Пусть 𝑆 = {𝜋1, . . . , 𝜋𝑛!} – множество всех перестановок 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) требо-

ваний 𝒥 = {𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛}. Если перестановки 𝜋𝑘 требований множества 𝒥 и сценарий
𝑝 ∈ 𝑇 зафиксированы, то 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖(𝜋𝑘, 𝑝) – момент завершения обслуживания требо-
вания 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 в активном расписании, определяемом перестановкой 𝜋𝑘. Расписание
называется активным, если ни одно требование 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 нельзя начать обслуживать
раньше без задержки обслуживания другого требования из множества 𝒥 или без из-
менения порядка обслуживания требований 𝒥 . В качестве критерия оптимальности
будем рассматривать минимизацию суммарного взвешенного времени обслужива-
ния всех требований

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖:

∑
𝐽𝑖∈𝒥

𝑤𝑖𝐶𝑖(𝜋𝑡, 𝑝) = min
𝜋𝑘∈𝑆

{ ∑
𝐽𝑖∈𝒥

𝑤𝑖𝐶𝑖(𝜋𝑘, 𝑝)

}
.

Здесь перестановка 𝜋𝑡 = (𝐽𝑡1 , . . . , 𝐽𝑡𝑛) ∈ 𝑆 является оптимальной. Используя трехпо-
зиционную форму обозначения 𝛼∣𝛽∣𝛾, введенную в [15], сформулированную задачу
будем обозначать как 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖.

Поскольку сценарий 𝑝 ∈ 𝑇 может оставаться неизвестным вплоть до момента за-
вершения обслуживания всех требований 𝒥 , момент 𝐶𝑖 завершения обслуживания
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требования 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 , вообще говоря, нельзя вычислить на стадии построения распи-
сания. Поэтому задача 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 математически некорректна в том

смысле, что значения целевой функции 𝛾 =
∑

𝐽𝑖∈𝒥
𝑤𝑖𝐶𝑖(𝜋𝑘, 𝑝) для различных переста-

новок 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 не определены до завершения обслуживания требований множества 𝒥 .
Если же зафиксировать сценарий 𝑝 ∈ 𝑇 к моменту построения расписания(

т.e. если имеют место равенства 𝑝𝐿𝑖 = 𝑝𝑈𝑖 = 𝑝𝑖 и отрезок [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝
𝑈
𝑖 ] вырождается

в одну точку 𝑝𝑖 = [𝑝𝑖, 𝑝𝑖] для каждого требования 𝐽𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}), то задача
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 превращается в задачу 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 с детерминированными

длительностями обслуживания требований. Полученная таким образом задача ма-
тематически корректна и может быть решена за время 𝑂(𝑛 log 𝑛), как было установ-
лено Смитом [16].
Задачу 𝛼∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝛾 с целевой функцией 𝛾 = 𝑓(𝐶1, . . . , 𝐶𝑛) будем назы-

вать неопределенной в отличие от задачи 𝛼∣∣𝛾, которую будем называть детерми-
нированной. Если для детерминированной задачи 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 правило оптимального
упорядочения требований было известно уже в 1956 г. [16], то ее неопределенный
аналог 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 поныне привлекает внимание исследователей, ко-

торые продолжают развивать различные методы корректировки и решения задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 (см. [4–7, 11, 17, 18]). Далее приводится краткий обзор ре-

зультатов по решению неопределенных задач теории расписаний.

2.1. Робастный метод

Для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝛾, как правило, не существует перестановки требова-
ний 𝒥 , которая оставалась бы оптимальной при всех сценариях из множества 𝑇 . По-
этому часто вводят дополнительный критерий для решения задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝛾
с неопределенными исходными данными. Например, в [4, 5] было введено понятие
робастного расписания, при котором минимизируется отклонение от оптимума в
наихудшем из возможных случае. При использовании робастного метода множе-
ство 𝑇 либо включает континуум сценариев (𝑇 – декартово произведение отрезков,
определенное в (1)), либо множество 𝑇 содержит конечное число сценариев:

𝑇 =
{
𝑝𝑗 = (𝑝𝑗1, . . . , 𝑝

𝑗
𝑛) ∣ 𝑝𝑗 ∈ 𝑅𝑛

+, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚}
}
.

Для сценария 𝑝 ∈ 𝑇 пусть 𝛾𝑡𝑝 обозначает оптимальное значение целевой функции
𝛾 = 𝑓(𝐶1, . . . , 𝐶𝑛), которое получено для задачи 1∣∣𝛾 с фиксированным сценарием 𝑝.
Перестановка 𝜋𝑡 ∈ 𝑆 является оптимальной, если

𝑓(𝐶1(𝜋𝑡, 𝑝), . . . , 𝐶𝑛(𝜋𝑡, 𝑝)) = 𝛾
𝑡
𝑝 = min

𝜋𝑘∈𝑆
𝛾𝑘𝑝 = min

𝜋𝑘∈𝑆
𝑓(𝐶1(𝜋𝑘, 𝑝), . . . , 𝐶𝑛(𝜋𝑘, 𝑝)).

Для каждой перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 и каждого сценария 𝑝 ∈ 𝑇 , разность 𝛾𝑘𝑝 − 𝛾𝑡𝑝 =
= 𝑟(𝜋𝑘, 𝑝) называется величиной потерь перестановки 𝜋𝑘 при значении целевой
функции, равном 𝛾𝑘𝑝 для сценария 𝑝. Для перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 величина

𝑍(𝜋𝑘) = max{𝑟(𝜋𝑘, 𝑝) ∣ 𝑝 ∈ 𝑇 }

называется абсолютной величиной потерь в наихудшем случае. Относительная ве-
личина потерь в наихудшем случае определяется следующим образом:

𝑍 ′(𝜋𝑘) = max

{
𝑟(𝜋𝑘, 𝑝)

𝛾𝑡𝑝
∣ 𝑝 ∈ 𝑇

}
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при условии, что 𝛾𝑡𝑝 ∕= 0. В [4, 6] исследовалась задача 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝐶𝑖 мини-

мизации суммарного времени обслуживания требований (т.е. веса были одинаковы,
𝑤𝑖 = 1, для всех требований 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 ). Для конкретного сценария 𝑝𝑗 ∈ 𝑇 возни-
кает детерминированная задача 1∣∣∑𝐶𝑖, которая решается согласно следующему
правилу кратчайшей операции (SPT) [16]: обслуживать требования множества 𝒥 в
порядке неубывания длительностей обслуживания 𝑝𝑗𝑖 , 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 . Если детерминиро-
ванная задача 1∣∣∑𝐶𝑖 решается за время 𝑂(𝑛 log𝑛), то задача нахождения пере-
становки 𝜋𝑡 ∈ 𝑆, минимизирующей абсолютную величину 𝑍(𝜋𝑡) потерь или отно-
сительную величину потерь 𝑍 ′(𝜋𝑘) в наихудшем случае для неопределенной задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝐶𝑖, является бинарно NP-трудной даже при двух возможных

сценариях (доказательства содержатся в [4] и [6] соответственно). Известно только
несколько специальных частных случаев, в которых минимизация величины потерь
в наихудшем случае для задачи 𝛼∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝛾 может быть реализована за поли-
номиальное время.
В [17] был предложен 2-приближенный алгоритм минимизации величины потерь

в наихудшем случае для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝐶𝑖. В [4, 6, 18], были предложе-

ны и протестированы точный и приближенный алгоритмы минимизации величины
потерь в наихудшем случае для той же задачи.

2.2. Метод, основанный на устойчивости

Исследуем применение метода, основанного на устойчивости [7–9], для решения
задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖, рассматривая множество 𝑇 как континуум возмож-

ных сценариев (1). Этот метод объединяет анализ устойчивости [9, 13, 14, 19–21],
двустадийное принятие решений (стадию планирования в режиме оф-лайн и ста-
дию составления расписания в режиме он-лайн) [9, 10, 22] и решение неопределен-
ной задачи в виде минимального доминирующего множества активных расписаний
[7–9, 11, 12] (минимального доминирующего множества перестановок в случае за-
дачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖). В качестве решения неопределенной задачи теории

расписаний целесообразно использовать минимальное доминирующее множество пе-
рестановок (активных расписаний), которое определяется следующим образом.

О п р е д е л е н и е 1. Множество перестановок (активных расписаний) 𝑆(𝑇 )⊆ 𝑆
называется минимальным доминирующим множеством для задачи 𝛼∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤
≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝛾, если

(a) для любого фиксированного сценария 𝑝 ∈ 𝑇 множество 𝑆(𝑇 ) содержит хотя
бы одну перестановку (одно активное расписание), которое является оптималь-
ным для детерминированной задачи 𝛼∣∣𝛾 со сценарием 𝑝,

(b) свойством (a) не обладает ни одно собственное подмножество множества
𝑆(𝑇 ).
В силу условия (b) множество 𝑆(𝑇 ) является минимальным доминирующим мно-

жеством относительно включения. Множество 𝑆(𝑇 ) исследовалось в [7–9, 23–25] для
критерия быстродействия и в [9, 12, 21, 24, 26] для критерия минимизации суммарно-
го времени обслуживания требований. Статья [26] посвящена минимизации суммар-
ного времени обслуживания требований в системе поточного типа с двумя прибора-
ми 𝐹2∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝐶𝑖. Геометрический алгоритм был предложен для решения

задачи 𝐹𝑚∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 , 𝑛 = 2∣∑𝐶𝑖 поточного типа с 𝑚 приборами и двумя требо-
ваниями. Для неопределенной задачи поточного типа с двумя или тремя приборами
были доказаны достаточные условия, при выполнении которых перестановка тре-
бований минимизирует суммарное время их обслуживания. В [24] рассматривается
критерий 𝐶max и критерий

∑
𝐶𝑖 в предположении, что длительности операций фик-

сированы, а о длительностях переналадок приборов известно, что они принадлежат
заданным интервалам. Были установлены отношения доминирования для неопре-
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деленной задачи поточного типа с двумя приборами. В [23] для задачи поточного
типа 𝐹2∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣𝐶max с двумя приборами были установлены достаточные усло-
вия, при выполнении которых перестановка двух требований минимизирует 𝐶max.
Для задачи 𝐽𝑚∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝐶𝑖 с 𝑚 приборами в [12] предложено и протести-

ровано несколько точных и приближенных алгоритмов на основе моделей в виде
смешанных (дизъюнктивных) графов.
Перед тем как представить эвристические алгоритмы для решения задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤

≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖, напомним некоторые известные результаты для этой неопре-

деленной задачи и ее детерминированного аналога. В [16] доказано, что задача
1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 решается за 𝑂(𝑛 log 𝑛) операций на основе следующего достаточного усло-
вия оптимальности перестановки 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆:

𝑤𝑘1

𝑝𝑘1

≥ 𝑤𝑘2

𝑝𝑘2

≥ . . . ≥ 𝑤𝑘𝑛

𝑝𝑘𝑛

,(2)

в котором 𝑝𝑘𝑖 > 0 для каждого требования 𝐽𝑘𝑖 ∈ 𝒥 . Итак, задача 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 может
быть решена на основе правила наименьшей взвешенной длительности операции
(WSPT): требования необходимо обслуживать в порядке неубывания отношений ве-
са к длительности

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑘𝑖

. Выполнение неравенств (2) является и необходимым усло-

вием оптимальности перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 (см, например, [27]).
Т е о р е м а 1 [16, 27]. Перестановка 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆 является опти-

мальной для задачи 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 тогда и только тогда, когда выполняются неравен-
ства (2).
Минимальное доминирующее множество 𝑆(𝑇 ) может быть определено для за-

дачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 на основе следующего отношения доминирования на

множестве требований 𝒥 .
О п р е д е л е н и е 2. Требование 𝐽𝑢 доминирует требование 𝐽𝑣 относительно 𝑇

(обозначение 𝐽𝑢 
→ 𝐽𝑣), если существует минимальное доминирующее множе-
ство 𝑆(𝑇 ) для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 такое, что требование 𝐽𝑢 пред-

шествует требованию 𝐽𝑣 в каждой перестановке из множества 𝑆(𝑇 ).
Из определения 2 следует, что минимальное доминирующее множество, постро-

енное для детерминированной задачи 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 со сценарием 𝑝 ∈ 𝑇 , является одно-
элементным множеством 𝑆(𝑇 ) = {𝜋𝑘}, где 𝑇 = {𝑝}. Иными словами, для детермини-
рованной задачи 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 выполняются отношения 𝐽𝑘1 
→ 𝐽𝑘2 
→ . . . 
→ 𝐽𝑘𝑛−1 
→ 𝐽𝑘𝑛

относительно 𝑇 = {𝑝}. Следующее утверждение было доказано в [11].
Т е о р е м а 2 [11]. Для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 требование 𝐽𝑢 доминиру-

ет требование 𝐽𝑣 относительно 𝑇 тогда и только тогда, когда
𝑤𝑢

𝑝𝑈𝑢
≥ 𝑤𝑣

𝑝𝐿𝑣
.(3)

Мощность ∣𝑆(𝑇 )∣ минимального доминирующего множества 𝑆(𝑇 ) можно рас-
сматривать как меру неопределенности задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. В случае

наименьшего значения ∣𝑆(𝑇 )∣ = 1 минимальное доминирующее множество для за-
дачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 является одноэлементным множеством {𝜋𝑘} = 𝑆(𝑇 ),

которое является решением детерминированного аналога 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 со сценарием
𝑝 ∈ 𝑇 . Характеризация этого случая задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 дана в [11].

Т е о р е м а 3 [11]. Для существования одноэлементного доминирующего мно-
жества 𝑆(𝑇 ) = {𝜋𝑘} = {(𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛)} для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 необхо-

димо и достаточно выполнение следующих неравенств:
𝑤𝑘1

𝑝𝑈𝑘1

≥ 𝑤𝑘2

𝑝𝐿𝑘2

;
𝑤𝑘2

𝑝𝑈𝑘2

≥ 𝑤𝑘3

𝑝𝐿𝑘3

; . . .
𝑤𝑘𝑛−1

𝑝𝑈𝑘𝑛−1

≥ 𝑤𝑘𝑛

𝑝𝐿𝑘𝑛

.(4)
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В наиболее неопределенном случае задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 имеет место

равенство ∣𝑆(𝑇 )∣ = 𝑛!. Этот случай также охарактеризован в [11].
Т е о р е м а 4 [11]. Пусть 𝑝𝐿𝑖 < 𝑝𝑈𝑖 , 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 . Для существования минимального

доминирующего множества 𝑆(𝑇 ) максимальной мощности ∣𝑆(𝑇 )∣ = 𝑛! для задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее

неравенство:

max

{
𝑤𝑖

𝑝𝑈𝑖
∣ 𝐽𝑖 ∈ 𝒥

}
< min

{
𝑤𝑖

𝑝𝐿𝑖
∣ 𝐽𝑖 ∈ 𝒥

}
.(5)

В [28] был исследован случай единственности минимального доминирующе-
го множества 𝑆(𝑇 ). Индивидуальную детерминированную задачу (пример) мас-
совой задачи 1∣∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 будем обозначать через 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, где 𝑝 – фиксирован-

ный сценарий. Будем использовать обозначения 𝑎 = min

{
𝑤𝑖

𝑝𝑈𝑖
∣ 𝐽𝑖 ∈ 𝒥

}
и 𝑏 =

= max

{
𝑤𝑖

𝑝𝐿𝑖
∣ 𝐽𝑖 ∈ 𝒥

}
. В критерии единственности минимального доминирующего

множества 𝑆(𝑇 ) используются следующие подмножества 𝒥𝑟, 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏], требований
множества 𝒥 :

𝒥𝑟 =

{
𝐽𝑖 ∈ 𝒥 ∣ 𝑟 = 𝑤𝑖

𝑝𝑈𝑖
=
𝑤𝑖

𝑝𝐿𝑖

}
.(6)

Т е о р е м а 5 [28]. Для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 минимальное домини-

рующее множество 𝑆(𝑇 ) является единственным тогда и только тогда, когда не
существует 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏] такого, что ∣𝒥𝑟∣ ≥ 2.

Т е о р е м а 6 [28]. Пусть 𝑆(𝑇 ) – минимальное доминирующее множество для
задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. Для перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ) существует сцена-

рий 𝑝 ∈ 𝑇 такой, что 𝜋𝑘 – единственная оптимальная перестановка для приме-
ра 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 тогда и только тогда, когда не существует 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏] такого, что
∣𝒥𝑟∣ ≥ 2.
Теорема 4 обобщена в [28] следующим образом.
Т е о р е м а 7 [28]. Пусть не существует числа 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏] такого, что ∣𝒥𝑟∣ ≥ 2.

Для существования минимального доминирующего множества 𝑆(𝑇 ) с максималь-
ной мощностью ∣𝑆(𝑇 )∣ = 𝑛! для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 необходимо и доста-

точно выполнение неравенства (5).
Поскольку мощность минимального доминирующего множества для различных

задач может принимать значения из множества натуральных чисел от 1 (теоре-
ма 3) до 𝑛! (теоремы 4 и 7), то за полиномиальное время невозможно построить все
перестановки множества 𝑆(𝑇 ). Однако на основе теоремы 2 можно получить ком-
пактное представление минимального доминирующего множества 𝑆(𝑇 ) для задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 в виде орграфа (𝒥 ,𝒜) с множеством вершин 𝒥 и множеством

дуг 𝒜. Для этого достаточно проверить условие (3) для каждой пары требований
𝐽𝑢 и 𝐽𝑣 из множества 𝒥 и построить орграф (𝒥 ,𝒜) следующего отношения доми-
нирования на множестве 𝒥 : дуга (𝐽𝑢, 𝐽𝑣) принадлежит множеству 𝒜 тогда и только
тогда, когда 𝐽𝑢 
→ 𝐽𝑣. Построение орграфа (𝒥 ,𝒜) требует 𝑂(𝑛2) операций.

Т е о р е м а 8 [28]. Орграф (𝒥 ,𝒜), построенный для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤
≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖, определяет отношение строгого порядка на множестве 𝒥 тогда

и только тогда, когда не существует 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏] такого, что ∣𝒥𝑟∣ ≥ 2.
Если существует 𝑟 ∈ [𝑎, 𝑏] с неравенством ∣𝒥𝑟∣ ≥ 2, то в силу теоремы 5 суще-

ствует, по крайней мере, два минимальных доминирующих множества для задачи
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1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. Все минимальные доминирующие множества для задачи

1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 были подсчитаны в [28].

Т е о р е м а 9 [28]. Пусть неравенство ∣𝒥𝑟𝑞 ∣ ≥ 2 выполняется для каждого
𝑟𝑞 ∈ {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}, где число 𝑚 ≥ 1 максимальное и 𝑟𝑞 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тогда число 𝑘 всех ми-
нимальных доминирующих множеств для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 равно∏𝑚

𝑞=1 ∣𝒥𝑟𝑞 ∣!. Если 𝑚 = 0, то 𝑘 = 1.

Из теорем 5–9 следует, что при существовании множества 𝒥𝑟𝑞 с ∣𝒥𝑟𝑞 ∣ ≥ 2,
𝑟𝑞 ∈ {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}, минимальное доминирующее множество не обладает полезными
свойствами. Действительно, если существует хотя бы одно множество 𝒥𝑟𝑞 , не яв-
ляющееся одноэлементным, то бинарное отношение 𝒜 ⊆ 𝒥 ×𝒥 не является строгим
порядком (теорема 8); минимальное доминирующее множество не является един-
ственным (теорема 5); число минимальных доминирующих множеств для задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 может быть большим (теорема 9). Далее покажем, как пре-

одолеть трудности, связанные с наличием множеств 𝒥𝑟𝑞 , ∣𝒥𝑟𝑞 ∣ ≥ 2, и как использо-
вать эти множества при решении задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 (когда не вводится

дополнительный критерий в связи с неопределенностью задачи). Размерность 𝑛 за-
дачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 будет уменьшена на величину ∣𝒥𝑟𝑞 ∣ − 1 для каждого

множества 𝒥𝑟𝑞 в результате отождествления требований 𝒥𝑟𝑞 .
В силу теоремы 1 в любой оптимальной перестановке 𝜋𝑙 ∈ 𝑆 для примера

1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 все требования множества 𝒥𝑟𝑞 ⊆ 𝒥 должны располагаться непосред-
ственно одно за другим: 𝜋𝑙 =

(
. . . , 𝜋(𝒥𝑟𝑞 ), . . .

)
, здесь 𝜋(𝒥𝑟𝑞 ) – перестановка требова-

ний множества 𝒥𝑟𝑞 . Кроме того, порядок требований
{
𝐽𝑞(1), 𝐽𝑞(2), . . . , 𝐽𝑞(∣𝒥𝑟𝑞 ∣)

}
= 𝒥𝑟𝑞

в перестановке 𝜋(𝒥𝑟𝑞 ) не оказывает влияния на значение целевой функции 𝛾 =

=
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖𝐶𝑖, вычисленной для любой перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 вида 𝜋𝑘 = (. . . , 𝜋(𝒥𝑟𝑞 ), . . .)

(поскольку длительность обслуживания каждого требования 𝐽𝑞(𝑣) ∈ 𝒥𝑟𝑞 фик-
сирована и отношение веса к длительности одно и то же для всех требова-
ний множества 𝒥𝑟𝑞). Поэтому при поиске оптимальной перестановки для приме-
ра 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, полученного из неопределенной задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖

в результате фиксации сценария 𝑝 ∈ 𝑇 , достаточно рассматривать все требова-
ния

{
𝐽𝑞(1), 𝐽𝑞(2), . . . , 𝐽𝑞(∣𝒥𝑟𝑞 ∣)

}
= 𝒥𝑟𝑞 как одно требование с числовыми парамет-

рами (вес и длительность), равными числовым параметрам любого из требова-
ний множества 𝒥𝑟𝑞 . Выбрав по одному (любому) требованию из каждого множе-
ства 𝒥𝑟𝑞 , 𝑟𝑞 ∈ {𝑟1, . . . , 𝑟𝑚}, ∣𝒥𝑟𝑞 ∣ ≥ 2, исходный пример неопределенной задачи
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 превратим в эквивалентный пример (обозначим его как

1∗∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖) с меньшей мощностью множества требований (обозначим

полученное множество требований через 𝒥 ∗):

∣𝒥 ∗∣ = ∣𝒥 ∣ −
𝑚∑
𝑞=1

(∣𝒥𝑟𝑞 ∣ − 1) = 𝑛+𝑚−
𝑚∑
𝑞=1

∣𝒥𝑟𝑞 ∣.

В следующем утверждении 1∗∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 обозначает детерминированный пример,
полученный из неопределенного примера 1∗∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 в результате фик-

сации сценария 𝑝 ∈ 𝑇 .
Т е о р е м а 10 [28]. Пример 1∗∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 эквивалентен исходно-

му примеру неопределенной задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 в том смысле, что

для любого фиксированного сценария 𝑝 ∈ 𝑇 оптимальная перестановка 𝜋𝑘 примера
1∗∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 получается из соответствующей оптимальной перестановки 𝜋𝑡 де-
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терминированного примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 исходной неопределенной задачи в резуль-
тате удаления из перестановки 𝜋𝑡 требований множества 𝒥 ∖ 𝒥 ∗.

Помимо меньшей размерности (∣𝒥 ∗∣ < ∣𝒥 ∣) эквивалентный пример 1∗∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤
≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 имеет единственное минимальное доминирующее множество 𝑆(𝑇 )

(в силу теоремы 5). Следовательно, 𝑆(𝑇 ) является минимальным доминирующим
множеством как по включению, так и по мощности. Следующее полезное свойство
задачи 1∗∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 состоит в том, что отношение𝒜 ⊆ 𝒥 ×𝒥 является от-

ношением строгого порядка на множестве 𝒥 (в силу теоремы 8) и соответствующий
орграф (𝒥 ,𝒜) не имеет петель и контуров. В силу теоремы 6 для любой перестанов-
ки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ) существует сценарий 𝑝 ∈ 𝑇 такой, что 𝜋𝑘 – единственная оптимальная
перестановка для примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖.
Вместо орграфа (𝒥 ,𝒜) можно использовать орграф редукции 𝐺 = (𝒥 ,𝒜0), ко-

торый получается из (𝒥 ,𝒜) в результате удаления транзитивных дуг 𝒜 ∖ 𝒜0.

2.3. Свойства многогранника и области устойчивости

В [28] введено понятие многогранника устойчивости перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆, кото-
рый является подмножеством области устойчивости [9, 12, 13, 20] и аналогичен шару
устойчивости, который исследовался в [9, 12–14, 20] при постоптимальном анализе
оптимальной перестановки, построенной для детерминированной задачи.

О п р е д е л е н и е 3. Максимальный замкнутый прямоугольный многогранник
𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = ×𝑛

𝑖=1[𝑙𝑖, 𝑢𝑖] ⊆ 𝑇 называется многогранником устойчивости переста-
новки 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆 относительно 𝑇 , если для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}
перестановка 𝜋𝑘 остается оптимальной для примера 1∣𝑝′∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 с любым сцена-
рием 𝑝′ = (𝑝′1, . . . , 𝑝

′
𝑛) ∈

{
×𝑛

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖[𝑝
𝐿
𝑘𝑗
, 𝑝𝑈𝑘𝑗

]
}
× [𝑙𝑘𝑖 , 𝑢𝑘𝑖 ]. Если не существует сцена-

рия 𝑝 ∈ 𝑇 , при котором перестановка 𝜋𝑘 оптимальна для примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, то
𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = ∅.
В определении 3 максимальность многогранника 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) означает, что для

каждой позиции 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} перестановки 𝜋𝑘 нижняя граница 𝑙𝑘𝑖 (верхняя грани-
ца 𝑢𝑘𝑖) вариации длительности 𝑝𝑘𝑖 требования 𝐽𝑘𝑖 , расположенного 𝑖-м по порядку
в перестановке 𝜋𝑘, сохраняющей оптимальность перестановки 𝜋𝑘, должна быть наи-
меньшей (наибольшей) при условии, что длительности остальных требований 𝐽𝑘𝑗 ,
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖}, могут изменяться совместно и независимо в пределах заданных
отрезков [𝑝𝐿𝑘𝑗

, 𝑝𝑈𝑘𝑗
]. Назовем размерностью многогранника устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 )

мощность ∣𝑁𝑘∣ множества {𝑝𝑘𝑖 ∣ 𝑘𝑖 ∈ 𝑁𝑘} длительностей, которые имеют непустые
области вариации, сохраняющие оптимальность перестановки 𝜋𝑘. Мощность ∣𝑁𝑘∣
множества𝑁𝑘 – важная характеристика многогранника устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ): она
определяет наибольшее число длительностей 𝑝′, которые можно модифицировать в
сценарии 𝑝 без нарушения оптимальности перестановки 𝜋𝑘. Заметим, что остальные
длительности {𝑝′𝑘𝑗

∣ 𝑘𝑗 ∈ 𝑁 ∖𝑁𝑘} должны оставаться такими же, как и в сценарии 𝑝,
𝑝′𝑘𝑗

= 𝑝𝑘𝑗 , чтобы перестановка 𝜋𝑘 оставалась оптимальной.
В [12, 13, 20] исследовалась область устойчивости активного расписания для за-

дач теории расписаний с критерием минимизации среднего и максимального вре-
мени обслуживания требований соответственно. Если использовать введенные обо-
значения для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖, то область устойчивости 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 )

перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 относительно 𝑇 определяется следующим образом:

𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ) =

{
𝑝 ∣ 𝑝 ∈ 𝑇,

∑
𝐽𝑖∈𝒥

𝑤𝑖𝐶𝑖(𝜋𝑘, 𝑝) = min
𝜋𝑙∈𝑆

{ ∑
𝐽𝑖∈𝒥

𝑤𝑖𝐶𝑖(𝜋𝑙, 𝑝)

}}
.(7)
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Из определения 3 многогранника устойчивости и определения (7) области устой-
чивости получаем включение

𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) ⊆ 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ).

В эвристических алгоритмах для решения задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 будем

использовать многогранник устойчивости, несмотря на то, что 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) часто яв-
ляется собственным подмножеством множества 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ). Этот выбор определяет-
ся простотой многогранника устойчивости, позволяющей за полиномиальное время
определять многогранник 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) для перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ).
В [28] были установлены следующие свойства многогранника и области устойчи-

вости.
Т е о р е м а 11 [28]. Многогранник устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) (область устойчи-

вости 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 )) является пустым (пустой) тогда и только тогда, когда не суще-
ствует сценария 𝑝 ∈ 𝑇 , при котором перестановка 𝜋𝑘 является оптимальной для
примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖.

Т е о р е м а 12 [28]. Существует сценарий 𝑝 ∈ 𝑇 такой, что перестановка
𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆 является оптимальной для примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 тогда и
только тогда, когда не существует требования 𝐽𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, такого что
неравенство

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

<
𝑤𝑘𝑗

𝑝𝑈𝑘𝑗

(8)

выполняется хотя бы для одного требования 𝐽𝑘𝑗 , где 𝑗 ∈ {𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛}.
Т е о р е м а 13 [28]. Многогранник устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) (область устойчи-

вости 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 )) является пустым (пустой) тогда и только тогда, когда суще-
ствует требование 𝐽𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1} такое, что неравенство (8) выполняется
хотя бы для одного требования 𝐽𝑘𝑗 , где 𝑗 ∈ {𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛}.
Из определения 3 и определения (7) следует теорема 14.
Т е о р е м а 14 [28]. Если существует точно один сценарий 𝑝 ∈ 𝑇 такой,

что перестановка 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 является оптимальной для примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, то
𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = {𝑝} = 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ).
Теорема 15 характеризует другой крайний случай для многогранника и области

устойчивости.
Т е о р е м а 15 [28]. 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = 𝑇 = 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ) тогда и только тогда, когда вы-

полняются неравенства (4).
Как следует из определения 1, при поиске оптимальной перестановки для задачи

1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 можно ограничиться рассмотрением минимального домини-

рующего множества 𝑆(𝑇 ). Для каждой перестановки множества 𝑆(𝑇 ) как область
устойчивости, так и многогранник устойчивости не являются пустыми, т.е. имеет
место следующее утверждение.

Т е о р е м а 16 [28]. Если 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ), то 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) ∕= ∅ и 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ) ∕= ∅.
В следующем разделе будет представлен 𝑂(𝑛 log 𝑛)-алгоритм STABOX для вы-

числения многогранника устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) для перестановки 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . .
. . . , 𝐽𝑘𝑖−1 , 𝐽𝑘𝑖 , 𝐽𝑘𝑖+1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆. В разделе 3 будет показано, как можно использо-
вать этот алгоритм для приближенного решения задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖.

2.4. Полиномиальный алгоритм для вычисления многогранника устойчивости

В силу аддитивности целевой функции 𝛾 =
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 для нахождения многогран-

ника 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) достаточно вычислить максимальный диапазон допустимых вариа-
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ций каждой длительности 𝑝𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, при которых сохраняется оптималь-
ность перестановки 𝜋𝑘. “Возможная вариация ” [𝑙𝑘𝑖 , 𝑢𝑘𝑖 ] (соответственно, [𝐿𝑘𝑖 , 𝑈𝑘𝑖 ])
длительности 𝑝𝑘𝑖 (отношения веса к длительности требования 𝐽𝑘𝑖) означает сле-
дующее. Если 𝜋𝑘 – оптимальная перестановка для примера 1∣𝑝∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, где 𝑝 =
= (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ 𝑇 , то перестановка 𝜋𝑘 должна оставаться оптимальной для любого
примера 1∣𝑝′∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖, где 𝑝′ = (𝑝′1, . . . , 𝑝

′
𝑛) ∈ 𝑇 и 𝑝′𝑡 = 𝑝𝑡 для каждого 𝑡 ∕= 𝑘𝑖 и

𝑝𝑘𝑖 ∈ [𝑙𝑘𝑖 , 𝑢𝑘𝑖 ]
(
соответственно,

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑘𝑖

∈ [𝐿𝑘𝑖 , 𝑈𝑘𝑖 ]
)
. Нетрудно показать, что нижняя

граница 𝑑−𝑘𝑖
максимально возможной вариации отношения веса к длительности

определяется следующим образом:

𝑑−𝑘𝑖
= max

{
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

, max
𝑖<𝑗≤𝑛

{
𝑤𝑘𝑗

𝑝𝐿𝑘𝑗

}}
,(9)

а верхняя граница 𝑑+𝑘𝑖
- следующим образом:

𝑑+𝑘𝑖
= min

{
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

, min
1≤𝑗<𝑖

{
𝑤𝑘𝑗

𝑝𝑈𝑘𝑗

}}
.(10)

В [28] доказано следующее утверждение.
Т е о р е м а 17 [28]. Если не существует требования 𝐽𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}, в

перестановке 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆 такого, что неравенство (8) выполняется
хоты бы для одного требования 𝐽𝑘𝑗 , где 𝑗 ∈ {𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . , 𝑛}, то

𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = ×𝑑−
𝑖 ≤𝑑+

𝑖

[
𝑤𝑘𝑖

𝑑+𝑘𝑖

,
𝑤𝑘𝑖

𝑑−𝑘𝑖

]
×
{
×𝑑−

𝑗 >𝑑+
𝑗
[𝑝𝑘𝑗 , 𝑝𝑘𝑗 ]

}
.(11)

В противном случае 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = ∅.
Если 𝑑−𝑗 > 𝑑

+
𝑗 , то нет допустимой вариации отношения веса к длительности для

требования 𝐽𝑘𝑗 . Размерность ∣𝑁𝑘∣ многогранника устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) равна ко-
личеству требований 𝐽𝑘𝑖 ∈ 𝒥 , для которых выполняется противоположное неравен-
ство 𝑑−𝑖 ≤ 𝑑+𝑖 . Максимально возможная вариация отношения веса к длительности
[𝐿𝑘𝑖 , 𝑈𝑘𝑖 ] для такого требования 𝐽𝑘𝑖 не пуста: [𝐿𝑘𝑖 , 𝑈𝑘𝑖 ] ∕= ∅.

С л е д с т в и е 1 [28]. Если 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) ∕= ∅ для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 с

множеством сценариев 𝑇 , то одноэлементное множество {𝜋𝑘} является мини-
мальным доминирующим множеством для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 с мно-

жеством сценариев 𝑇 ∗ = 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ).
Алгоритм STABOX трудоемкости 𝑂(𝑛 log 𝑛) основан на теореме 17.

Алгоритм STABOX [28]
Вход: Отрезки [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝

𝑈
𝑖 ], веса 𝑤𝑖, 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 ; перестановка 𝜋𝑘=(𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆.

Выход: Многогранник устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ).
Ша г 1: Построить список 𝐿 дробей

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, расположенных в поряд-

ке невозрастания;
найти позицию 𝑟𝑖 элемента

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

в списке 𝐿, пусть 𝐿𝑟𝑖 =
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

.

Ша г 2: Построить список 𝑈 дробей
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, расположенных в поряд-

ке неубывания;
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найти позицию 𝑚𝑖 элемента
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

в списке 𝑈 , пусть 𝑈𝑚𝑖 =
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

.

Ша г 3: Построить список 𝑈0 дробей
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, расположенных

в порядке невозрастания;
найти позицию 𝑡𝑖 элемента

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

в списке 𝑈0, пусть 𝑈0
𝑡𝑖 =

𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

.

Ша г 4: FOR 𝑖 = 1 до 𝑛 DO
𝑈0 := 𝑈0 ∖ {𝑈0

𝑡𝑖}; проверить неравенство
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

< 𝑈0
1 ,

где 𝑈0
1 – первый (т.е. максимальный) элемент в списке 𝑈0;

IF
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝐿𝑘𝑖

< 𝑈0
1 THEN 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = ∅ STOP.

END FOR

Ша г 5: FOR 𝑖 = 1 до 𝑛− 1 DO

𝐿 := 𝐿 ∖ {𝐿𝑟𝑖}; вычислить 𝑑−𝑘𝑖
= max

{
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

, 𝐿1

}
,

где 𝐿1 – первый (т.е. максимальный) элемент в списке 𝐿.
END FOR

Ша г 6: FOR 𝑖 = 𝑛 до 2 DO

𝑈 := 𝑈 ∖ {𝑈𝑚𝑖}; вычислить 𝑑+𝑘𝑖
= max

{
𝑤𝑘𝑖

𝑝𝑈𝑘𝑖

, 𝑈1

}
,

где 𝑈1 – первый (минимальный) элемент в списке 𝑈 .
END FOR

Ша г 7: 𝑑−𝑘𝑛
:=
𝑤𝑘𝑛

𝑝𝑈𝑘𝑛

; 𝑑+𝑘1
:=
𝑤𝑘1

𝑝𝐿𝑘1

.

Ша г 8: FOR 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 DO
IF 𝑑+𝑘𝑖

< 𝑑−𝑘𝑖
THEN длительность 𝑝𝑘𝑖 должна быть фиксированной

в 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 )
ELSE

[
𝑤𝑘𝑖

𝑑+𝑘𝑖

,
𝑤𝑘𝑖

𝑑−𝑘𝑖

]
– максимальный отрезок

допустимых вариаций 𝑝𝑘𝑖 .
END FOR

Ша г 9: 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) := ×𝑑−
𝑖 ≤𝑑+

𝑖

[
𝑤𝑘𝑖

𝑑+𝑘𝑖

,
𝑤𝑘𝑖

𝑑−𝑘𝑖

]
×
{
×𝑑−

𝑗 >𝑑+
𝑗
[𝑝𝑘𝑗 , 𝑝𝑘𝑗 ]

}
STOP.

Формула (11) справедлива для любой перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆 с непустым мно-
гогранником устойчивости, например, для каждой перестановки 𝑆(𝑇 ), поскольку
имеет место следующее утверждение.

Т е о р е м а 18 [28]. Если 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ), то 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) ∕= ∅ и 𝒦(𝜋𝑘, 𝑇 ) ∕= ∅.
В разделе 3 показано, как можно решать задачу 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 прибли-

женно, используя минимальное доминирующее множество 𝑆(𝑇 ) и перестановку 𝜋𝑘 ∈
∈ 𝑆(𝑇 ) с многогранником устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ), имеющим наибольший отно-
сительный объем. Перестановка, многогранник устойчивости которой имеет наи-
больший относительный объем, представляет наибольший интерес среди переста-
новок минимального доминирующего множества при решении задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤
≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖.
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3. Перестановка с наибольшим многогранником устойчивости

На основе приведенных результатов авторы разработали метод ветвей и гра-
ниц для приближенного решения задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. Перестановка с

большим объемом многогранника устойчивости кажется более перспективной, чем
перестановка с меньшим объемом многогранника устойчивости. Для простоты пред-
ставление алгоритма будет основано на следующем примере.

3.1. Пример

Таблица 1. Исходные данные для примера

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑖 𝑝𝐿𝑖 𝑝𝑈𝑖 𝑤𝑖
𝑤𝑖

𝑝𝐿𝑖

𝑤𝑖

𝑝𝑈𝑖
𝑑−𝑖 𝑑+𝑖

𝑤𝑖

𝑑+𝑖

𝑤𝑖

𝑑−𝑖

1 4 5 400 100 80 90 100 4 4
4

9

2 6 9 540 90 60 60 80 6
3

4
9

3 4 10 200 50 20 40 50 4 5
4 6 6 240 40 40 40 40 6 6
5 3 4 120 40 30 40 20 − −
6 4 16 160 40 10 10 20 8 16

Исходные данные для примера задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 представлены в

столбцах 1–4 табл. 1. Для каждой пары требований 𝐽𝑢 ∈ 𝒥 ∗ и 𝐽𝑣 ∈ 𝒥 ∗ проверяем
условие (3):

𝑤1

𝑝𝑈1
= 80 ≥ 50 =

𝑤3

𝑝𝐿3
;
𝑤1

𝑝𝑈1
= 80 ≥ 40 =

𝑤4

𝑝𝐿4
;
𝑤2

𝑝𝑈2
= 60 ≥ 50 =

𝑤3

𝑝𝐿3
;

𝑤2

𝑝𝑈2
= 60 ≥ 40 =

𝑤4

𝑝𝐿4
;
𝑤4

𝑝𝑈4
= 40 ≥ 40 =

𝑤5

𝑝𝐿5
;
𝑤4

𝑝𝑈4
= 40 ≥ 40 =

𝑤6

𝑝𝐿6
.

Условие (3) выполняется для следующих пар упорядоченных требований:
{𝐽1, 𝐽3}, {𝐽1, 𝐽4}, {𝐽2, 𝐽3}, {𝐽2, 𝐽4}, {𝐽4, 𝐽5}, {𝐽4, 𝐽6}. В силу теоремы 2 выполня-
ются бинарные отношения 𝐽1 
→ 𝐽3, 𝐽1 
→ 𝐽4, 𝐽2 
→ 𝐽3, 𝐽2 
→ 𝐽4, 𝐽4 
→ 𝐽5, 𝐽4 
→ 𝐽6.
Минимальное доминирующее множество 𝑆(𝑇 ) определяется орграфом 𝐺 = (𝒥 ,𝒜)
(редукция этого орграфа представлена на рис. 1). В силу теоремы 5 минимальное
доминирующее множество определено однозначно для этого примера.
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Рис. 1. Редукция орграфа 𝐺 = (𝒥 ,𝒜), определяющего минимальное домини-
рующее множество 𝑆(𝑇 ).

3.2. Метод ветвей и границ

Для поиска перестановки с наибольшим относительным объемом области устой-
чивости предлагается разветвляющийся алгоритм, назовем его MAXSTABOX. Обо-
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Рис. 2. Дерево решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) для примера.

значим через 𝒯 = (𝑉,𝐸) дерево решений, где 𝑉 – множество вершин и 𝐸 – мно-
жество дуг. Дерево решений 𝒯 = (𝑉,𝐸), построенное для приведенного выше при-
мера, изображено на рис. 2. Каждая вершина дерева решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) является
перестановкой 𝜋𝑘,𝑚 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚) ∈ 𝑉 , 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, некоторых требований множе-
ства 𝒥 . Дуга [𝜋𝑘,𝑚, 𝜋𝑙,𝑚+1] принадлежит множеству 𝐸, если перестановка 𝜋𝑙,𝑚+1 =
= (𝐽𝑙1 , . . . , 𝐽𝑙𝑚+1), 𝑚 ≤ 𝑛 − 1, была получена из перестановки 𝜋𝑘,𝑚 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚),
т.е. равенство 𝐽𝑘𝑖 = 𝐽𝑙𝑖 выполняется для всех индексов 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Корень дерева
решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) является пустой перестановкой (обозначим пустую перестанов-
ку через 𝜋∗,0). Процесс поиска начинается с дерева решений:

𝒯 :=
({𝜋∗,0}, ∅) .

Множество вершин ранга ℎ = 1 в дереве решений определяется множеством тре-
бований 𝑋(ℎ) ⊆ 𝒥 , которые не имеют предшественников в орграфе 𝐺 = (𝒥 ,𝒜).
В приведенном выше примере получаем 𝑋(ℎ) = {𝐽1, 𝐽2}, поскольку у обоих требо-
ваний 𝐽1 и 𝐽2 нет предшественников в орграфе 𝐺 = (𝒥 ,𝒜) (см. рис. 1).
На первой итерации дерево решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) для приведенного примера стро-

ится следующим образом:

𝑉 :=
{
𝜋∗,0, 𝜋1,1 = (𝐽1), 𝜋

2,1 = (𝐽2)
}
, 𝐸 :=

{
[𝜋∗,0, (𝐽1)], [𝜋∗,0, (𝐽2)]

}
.

Это значит, что как требование 𝐽1, так и требование 𝐽2 могут быть расположены в
первой позиции искомой перестановки с наибольшим относительным объемом обла-
сти устойчивости.
Множество вершин уровня ℎ = 2 в дереве решений определяется множеством

требований 𝑋(ℎ), которые не имеют предшественников в орграфе, полученном из
𝐺 = (𝒥 ,𝒜) после удаления вершин множества 𝑋(ℎ− 1) = 𝑋(1).
На второй итерации дерево решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) для рассматриваемого примера

строится следующим образом:

𝑉 :=
{
𝜋∗,0, 𝜋1,1 = (𝐽1), 𝜋

2,1 = (𝐽2), 𝜋
3,2 = (𝐽1, 𝐽2), 𝜋

4,2 = (𝐽2, 𝐽1)
}
,

𝐸 :=
{
[𝜋∗,0, (𝐽1)], [𝜋∗,0, (𝐽2)], [(𝐽1), (𝐽1, 𝐽2)], [(𝐽2), (𝐽2, 𝐽1)]

}
.

Аналогично строятся вершины остальных рангов дерева решений до тех пор, по-
ка не будет получено подмножество полных перестановок 𝜋𝑘,𝑛 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑉 .
Это подмножество множества 𝑆 должно содержать, по крайней мере, одну переста-
новку множества 𝑆(𝑇 ) с наибольшим относительным объемом области устойчиво-
сти.
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Правило сокращения ветвления в дереве решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) основано на теоре-
ме доминирования 19, где 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘,𝑚, 𝑇 ) обозначает относительный объем области
устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘,𝑚, 𝑇 ).

Т е о р е м а 19. Пусть вершины 𝜋𝑘,𝑚 ∈ 𝑉 и 𝜋𝑙,𝑚 ∈ 𝑉 , 1 ≤ 𝑚 < 𝑛, удовлетворя-
ют условиям:

{𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚} = {𝐽𝑙1 , . . . , 𝐽𝑙𝑚},(12)

𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘,𝑚, 𝑇 ) ≥ 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑙,𝑚, 𝑇 ).(13)

Тогда вершина 𝜋𝑙,𝑚 ∈ 𝑉 может быть удалена из множества вершин, подлежащих
дальнейшему ветвлению в дереве решений 𝒯 = (𝑉,𝐸).

Доказательство.Для каждой частичной перестановки 𝜋𝑘,𝑚 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚)∈ 𝑉 ,
где 1 ≤ 𝑚 < 𝑛, можно вычислить область устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘,𝑚, 𝑇 ), используя ра-
венство (11), и вычислить значение 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘,𝑚, 𝑇 ) как произведение относительных
максимально возможных вариаций отношений весов к длительностям для всех тре-
бований 𝐽𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}.
При назначении требования 𝐽𝑘𝑚 на позицию 𝑚 в перестановке 𝜋𝑘,𝑚 множество

требований разбивается деревом 𝒥 на два подмножества относительно полной пере-
становки 𝜋𝑢 = (𝐽𝑘1 , 𝐽𝑘2 , . . . , 𝐽𝑘𝑚−1 , 𝐽𝑘𝑚 , 𝐽𝑘𝑚+1 . . . , 𝐽𝑟𝑚) ∈ 𝑆. Одно из подмножеств –
множество требований {𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚−1}, расположенных перед требованием 𝐽𝑘𝑚 , вто-
рое из подмножеств – множество требований {𝐽𝑘𝑚+1 . . . , 𝐽𝑟𝑚}, расположенных после
требования 𝐽𝑘𝑚 в перестановке 𝜋𝑢. Максимально возможная вариация отношений
веса к длительности для требования 𝐽𝑘𝑚 может быть вычислена по формулам (9)
и (10). Очевидно, что результат вычислений не зависит от порядка следования тре-
бований внутри множества {𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑚−1} и внутри множества {𝐽𝑘𝑚+1 . . . , 𝐽𝑟𝑚}.
Таким образом, если равенство (12) и неравенство (13) выполняются для пере-

становок 𝜋𝑘,𝑚 ∈ 𝑉 и 𝜋𝑙,𝑚 ∈ 𝑉 , то перестановка 𝜋𝑙,𝑚 ∈ 𝑉 может быть исключена из
дальнейшего ветвления.
Возвращаясь к примеру, строим дерево решений, изображенное на рис. 2, где

𝜋5,3 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3), 𝜋6,3 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4), 𝜋7,4 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4),

𝜋8,4 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽3), 𝜋9,4 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5),

𝜋10,4 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽6), 𝜋11,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽5),

𝜋12,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽6), 𝜋13,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽3),

𝜋14,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6), 𝜋15,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽3),

𝜋16,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽5), 𝜋17,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6),

𝜋18,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽5), 𝜋19,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6, 𝐽3).

Нетрудно убедиться в том, что для вершин 𝜋3,2 = (𝐽1, 𝐽2)∈ 𝑉 и 𝜋4,2 = (𝐽2, 𝐽1)∈ 𝑉
в дереве решений 𝒯 = (𝑉,𝐸) выполняется условие (13):

𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋3,2, 𝑇 ) ≥ 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋4,2, 𝑇 ).
Кроме того, перестановка 𝜋3,2 и перестановка 𝜋4,2 включают одно и то же множество
требований {𝐽1, 𝐽2}, т.е. условие (12) выполняется для вершин 𝜋3,2 ∈ 𝑉 и 𝜋4,2 ∈ 𝑉 .
Таким образом, согласно теореме 19 нет необходимости ветвить процесс поиска из
вершины 𝜋4,2 в дереве решений 𝒯 = (𝑉,𝐸).
Из аналогичных соображений нет необходимости ветвления из вершин 𝜋8,4 =

= (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽3) ∈ 𝑉 , 𝜋13,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽3) ∈ 𝑉 , 𝜋15,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽3) ∈ 𝑉 ,
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Рис. 3. Возможные вариации отношений весов к длительностям обслужива-
ния требований для перестановки 𝜋1 заштрихованы.

и 𝜋16,5 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽5) ∈ 𝑉 (см. рис. 2). После исключения вершин из мно-
жества вершин для дальнейшего ветвления в дереве решений 𝒯 = (𝑉,𝐸), оста-
ются только три перестановки 𝑆, построенные в дереве решений, а именно, пе-
рестановка 𝜋1 = 𝜋17,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6) ∈ 𝑆, перестановка 𝜋2 = 𝜋18,6 =
= (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽6, 𝐽5) ∈ 𝑆 и перестановка 𝜋3 = 𝜋19,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6, 𝐽3) ∈ 𝑆.
Согласно теореме 19 достаточно исследовать только эти перестановки 𝜋1, 𝜋2 и 𝜋3
как претендентов на максимальный объем области устойчивости.
Вычислим область устойчивости 𝒮ℬ(𝜋1, 𝑇 ) для перестановки 𝜋1 =

= (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6) ∈ 𝑉 . Интервалы отношения весов к длительностям переста-
новки 𝜋1 представлены в столбцах 5 и 6 табл. 1. Значения 𝑑−𝑖 и 𝑑+𝑖 , вычисленные
по формулам (9) и (10), представлены в столбцах 7 и 8 табл. 1. Максимально
возможные вариации отношений весов к длительностям обслуживания требований
в перестановке 𝜋1 отражены в координатной системе на рис. 3. Ось абсцисс исполь-
зуется для отображения отношения веса к длительности. Ось ординат используется
для отображения требований множества 𝒥 , порядок следования которых опреде-
ляется перестановкой 𝜋1. Возможные вариации отношений весов к длительностям
обслуживания требований заштрихованы. Максимально возможные вариации
отношений весов к длительностям перестановки 𝜋1 представлены в столбцах 9
и 10 табл. 1. Таким образом, объем области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋1, 𝑇 ) перестанов-
ки 𝜋1 вычисляется следующим образом:

(
4
4

9
− 4

)(
9− 6

3

4

)
(5− 4) (16− 8) = 13

1

3
.

Размерность ∣𝑁1∣ области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋1, 𝑇 ) равна 5, поскольку неравенство
𝑑−5 > 𝑑

+
5 выполняется только для требования 𝐽5 (см. столбцы 7 и 8 в табл. 1).

Аналогично можно вычислить объем и размерность области устойчивости для
перестановок 𝜋2 ∈ 𝑉 и 𝜋3 ∈ 𝑉 . Объем области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋2, 𝑇 ) перестанов-
ки 𝜋2 равен

(
4
4

9
− 4

)(
9− 6

3

4

)
(5 − 4) = 1

2

3
. Размерность ∣𝑁2∣ области устойчи-

вости 𝒮ℬ(𝜋2, 𝑇 ) равна 4. Объем области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋3, 𝑇 ) перестановки 𝜋3
равен

(
4
4

9
− 4

)(
9− 6

3

4

)
= 1

2

3
. Размерность ∣𝑁3∣ области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋3, 𝑇 )

равна 3.
Таким образом, наибольший объем области устойчивости получен у перестановки

𝜋1 = 𝜋17,6 = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4, 𝐽5, 𝐽6).
Далее представлен метод ветвей и границ, где множество 𝑋(ℎ) – множество вер-

шин орграфа 𝐺 = (𝒥 ,𝒜) без предшественников, 𝑉 (ℎ) – множество вершин дерева
решений, подлежащих дальнейшему ветвлению.
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Алгоритм MAXSTABOX
Вход: Отрезки [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝

𝑈
𝑖 ], веса 𝑤𝑖, 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 .

Выход: Перестановка 𝜋𝑘=(𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆 с максимальным значением
𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ).

Ша г 1: Строим орграф 𝐺 = (𝒥 ,𝒜).
Ша г 2: Определяем дерево решений 𝒯 := ({𝜋∗,0}, ∅).
Ша г 3: Полагаем ℎ = 1 и 𝑉 (ℎ) = 𝑋(ℎ). Включаем вершины множества 𝑋(ℎ)

в дерево 𝒯 .
Ша г 4: IF максимальный ранг вершин дерева 𝒯 равен 𝑛 THEN GOTO

шаг 7 ELSE
Ша г 5: FOR 𝜋𝑘,𝑚 ∈ 𝑉 (ℎ) DO восстановить путь 𝜇(𝜋𝑘,𝑚) из корня дерева 𝒯

в вершину 𝜋𝑘,𝑚;
удалить все вершины пути 𝜇(𝜋𝑘,𝑚) из орграфа 𝐺 = (𝒥 ,𝒜);
каждая вершина полученного орграфа определяет новую вершину
дерева решений 𝑇 ;
используя (11), вычислить многогранник устойчивости для
частичной перестановки.

END FOR
Ша г 6: ℎ := ℎ+ 1 и 𝑉 (ℎ) = ∅. Проверить условие (13) для каждого листа

дерева решений 𝒯 ,
для каждой пары которых выполняется условие (12).
IF оба условия теоремы 19 выполняются THEN удалить все такие
листья из дерева решений 𝒯 за исключением одного, для которого
многогранник устойчивости имеет наибольший относительный объем.
Включить эту вершину во множество 𝑉 (ℎ).
GOTO шаг 4.

Ша г 7: Используя алгоритм STABOX, выбрать перестановку 𝜋𝑘
с наибольшим 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 )
STOP.

Алгоритм MAXSTABOX позволяет найти перестановку 𝜋𝑘 = (𝐽𝑘1 , . . . , 𝐽𝑘𝑛) ∈ 𝑆
с максимальным значением 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ). Может существовать несколько переста-
новок с наибольшим относительным объемом области устойчивости, в частности,
если у нескольких смежных требований перестановки 𝜋𝑘 нет непустых возможных
вариаций отношений весов к длительностям обслуживания требований. Чтобы упо-
рядочить требования с нулевыми возможными вариациями отношений весов к дли-
тельностям, используем следующие две эвристики. Первая эвристика основана на
сценарии, равном нижним границам длительностей обслуживания требований. Эта
эвристика позволяет решать оптимально детерминированную задачу 1∣𝑝𝐿∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 с
длительностями обслуживания требований 𝑝𝐿 = (𝑝𝐿1 , . . . , 𝑝

𝐿
𝑛). Вторая эвристика ос-

нована на сценарии, равном верхним границам длительностей обслуживания требо-
ваний. Вторая эвристика позволяет решать оптимально детерминированную задачу
1∣𝑝𝑈 ∣∑𝑤𝑖𝐶𝑖 с длительностями обслуживания требований 𝑝𝑈 = (𝑝𝑈1 , . . . , 𝑝

𝑈
𝑛 ). Комби-

нирование алгоритма MAXSTABOX с первой эвристикой названо алгоритмом SL,
а со второй эвристикой – алгоритмом UL.

4. Результаты эксперимента

В табл. 2 представлены результаты решения случайно сгенерированных задач
1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 при 𝑛 ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}. Экс-

перимент, проведенный на ноутбуке, позволил оценить величину погрешности Δ
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(в процентах) значения 𝛾𝑘𝑝∗ целевой функции 𝛾 =
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖𝐶𝑖, полученной для переста-

новки 𝜋𝑘 с максимальным относительным объемом области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋1, 𝑇 ),
относительно значения целевой функции 𝛾𝑡𝑝∗ оптимальной перестановки с фактиче-
скими длительностями обслуживания требований 𝑝∗ = (𝑝∗1, . . . , 𝑝∗𝑛) ∈ 𝑇 :

Δ =
𝛾𝑘𝑝∗ − 𝛾𝑡𝑝∗

𝛾𝑡𝑝∗
.

Фактические длительности обслуживания требований считались не известными на
момент построения расписания. Алгоритмы SL и UL были реализованы на языке
C++ и использованы при поиске перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆(𝑇 ) с максимальным отно-
сительным объемом области устойчивости. Целочисленные значения нижней гра-
ницы 𝑝𝐿𝑖 и верхней границы 𝑝𝑈𝑖 для случайно сгенерированных значений 𝑝𝑖 ∈ 𝑅+

1

длительностей обслуживания требований 𝑝𝑖 ∈ [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝
𝑈
𝑖 ] были получены следующим

образом. Сначала генерировался центр 𝐶 отрезка [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝
𝑈
𝑖 ] с использованием равно-

мерного распределения в диапазоне [𝐿,𝑈 ]: 𝐿 ≤ 𝐶 ≤ 𝑈 . Затем нижняя граница 𝑝𝐿𝑖
возможной длительности обслуживания требования определялась по формуле

𝑝𝐿𝑖 = 𝐶

(
1− 𝛿

100

)
.

Верхняя граница 𝑝𝑈𝑖 определялась по формуле

𝑝𝑈𝑖 = 𝐶

(
1 +

𝛿

100

)
.

В результате погрешность длительности обслуживания требований была рав-
на 𝛿%. В экспериментах тестировались задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖 с погреш-

ностью 𝛿% длительностей обслуживания 𝛿 ∈ {0,1; 0,5; 1,0; 5,0; 10,0; 15,0; 25,0; 50,0}.
Отрезок [𝐿,𝑈 ] использовался для генерации центра 𝐶 отрезка [𝑝𝐿𝑖 , 𝑝

𝑈
𝑖 ]: 𝐿 = 10 и

𝑈 = 1000. Для каждого требования 𝐽𝑖 ∈ 𝒥 веса 𝑤𝑖 ∈ 𝑅+
1 были равномерно распре-

делены на отрезке [1, 50]. В отличие от длительностей обслуживания требований 𝑝∗𝑖 ,
веса 𝑤𝑖 были известны на момент построения расписания.
Для проведения экспериментов использовался ноутбук с процессором Intel Pen-

tium Dual Core с частотой (CPU) 1,86 GHz и оперативной памятью (RAM) 2 GB.
В табл. 2 представлены результаты экспериментов для 85 серий случайно сгенери-
рованных задач 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. В каждой серии содержалось 10 задач с

одними и теми же значениями 𝑛 и 𝛿. Количество требований 𝑛 в задаче указано
в столбце 1. Погрешность 𝛿 случайно сгенерированных длительностей обслужива-
ния требований (в процентах) приведены в столбце 2. Столбец 3 содержит среднее
число ∣𝒜∣ дуг в орграфе 𝐺 = (𝒥 ,𝒜), построенном при использовании условия (3)
теоремы 2 (в процентах от числа дуг в полном орграфе без контуров порядка 𝑛):

∣𝒜∣ : 𝑛(𝑛− 1)

2
⋅ 100%.

В столбце 4 приведена размерность ∣𝑁𝑘∣ области устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) переста-
новки 𝜋𝑘 с максимальным относительным объемом области устойчивости. Другими
словами, ∣𝑁𝑘∣ обозначает количество требований в перестановке 𝜋𝑘, для которых
𝑑−𝑖 ≤ 𝑑+𝑖 , где 𝑑−𝑖 и 𝑑+𝑖 определяются согласно (9) и (10) соответственно.
В столбце 5 приведены средние значения 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) для перестановок с мак-

симальным относительным объемом области устойчивости. Если 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) = 𝑇 для
всех задач в серии, то в столбце 5 среднее значение 𝑉 𝑜𝑙𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) равно единице.
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В столбцах 6 и 7 указано количество задач (из 10 задач в серии), для которых
перестановка 𝜋𝑘 с наибольшим относительным объемом области устойчивости да-
ет то же оптимальное решение, что и оптимальное решение, полученное согласно
алгоритмам SL и UL соответственно.
Средние и максимальные относительные погрешности Δ целевой функции 𝛾𝑘𝑝∗ ,

вычисленные для построенных согласно алгоритму MAXSTABOX перестановок 𝜋𝑘,
относительно оптимальных значений целевой функции 𝛾𝑡𝑝∗ для фактических дли-
тельностей обслуживания требований, приведены в столбцах 8 и 10 для алгоритма
SL и в столбцах 9 и 11 для алгоритма SU. В столбце 12 указано среднее время реше-
ния одной задачи из серии для алгоритма SL и алгоритма SU (это время одинаково
для обоих алгоритмов).
Из экспериментов видно, что условие (4) теоремы 3 выполняется для задач с

малой погрешностью 𝛿%, 𝛿 ∈ {0,1; 0,5} длительностей обслуживания требований
(см. столбец 3) и для серии 11. Для всех задач этих серий перестановка 𝜋𝑘 с наи-
большим относительным объемом области устойчивости дает оптимальное решение
(столбцы 6, 7). Если один алгоритм превосходит другой, то соответствующее число
в табл. 2 выделено жирным шрифтом.

5. Заключение

В условиях жесткой конкуренции на современном инновационном и динамичном
рынке предприятие должно использовать по максимуму оптимальную стратегию
при принятии плановых решений, несмотря на неопределенность исходных данных.
Расписание, минимизирующее потери в наихудшем случае (такое расписание стро-
ится в робастном методе [4, 5]), является оптимальным относительно наихудшего
сценария. Однако на практике наихудший сценарий реализуется довольно редко.
Действительно, маловероятно, что для фактического расписания все длительности
обслуживания требований примут наиболее неблагоприятные для этого сценария
значения. Следовательно, расписание, минимизирующее потери в наихудшем слу-
чае, может оказаться не конкурентоспособным для фактически реализованного сце-
нария, который может быть очень далеким от наихудшего сценария. Кроме того,
задача поиска расписания, минимизирующего потери в наихудшем случае для кри-
терия

∑
𝐶𝑖, представляет собой NP-трудную задачу даже при двух возможных сце-

нариях. Заметим в этой связи, что в большинстве реальных задач необходимо пла-
нировать большое количество требований, причем количество возможных сценариев
также может быть довольно большим.
Стохастически оптимальное расписание для критерия 𝐸(

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖) (см. [1]), выби-

раемое из множества списочных статичных расписаний (такое расписание миними-
зирует ожидаемую сумму взвешенных моментов завершения обслуживания требо-
ваний при условии, что требования в расписании упорядочены к начальному момен-
ту времени согласно выбранному списку приоритетов требований), может быть по-
строено по правилу наименьшей взвешенной длительности обслуживания (WSEPT):
требования следует обслуживать в порядке невозрастания отношения

𝑤𝑖

𝐸(𝑝𝑖)
, где

𝐸(𝑝𝑖) обозначает ожидаемую случайную длительность обслуживания требования 𝑝𝑖
(см. [1], с. 232). Такое стохастически оптимальное расписание будет фактически
эффективным, если распределение вероятностей каждой случайной длительности
обслуживания требования достоверно известно до начала построения расписания
и если будет реализовано достаточно большое количество похожих сценариев для
достаточно близких расписанческих задач. Однако такое стохастически оптималь-
ное расписание может оказаться неконкурентоспособным для фактически реализо-
ванного (возможно, единичного) сценария. Кроме того, у предприятия может не
быть достаточного количества попыток для компенсации потерь от использования
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стохастически оптимального расписания, которое оказалось не оптимальным для
фактически реализованного сценария. Использование стохастически оптимальных
расписаний в течение достаточно длительных промежутков времени (и для большо-
го количества похожих сценариев) для предприятия может оказаться практически
невозможным в силу того, что другие предприятия (его конкуренты) могут быть
более успешными, благодаря достижению лучших результатов на рынке из-за более
эффективной стратегии планирования.
На основе результатов [28] здесь из множеств возможных сценариев 𝑇 выбрано

подмножество сценариев 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ), для которых перестановка 𝜋𝑘 заведомо является
оптимальной. В силу определенных ограничений на множество требований 𝒥 мно-
жество 𝑆(𝑇 ) оказывается единственным минимальным доминирующим множеством
для неопределенной задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. Следовательно, доминирующее

множество 𝑆(𝑇 ), являющееся минимальным по включению (см. условие (b) опреде-
ления 1), является минимальным и по мощности. Ограничение на множество 𝒥 , ко-
торое обеспечивает единственность минимального доминирующего множества 𝑆(𝑇 ),
приводит к отождествлению соответствующих требований без потерь во множестве
потенциально оптимальных расписаний и с уменьшением размерности 𝑛 = ∣𝒥 ∣ ис-
ходной задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣

∑
𝑤𝑖𝐶𝑖. Минимальное доминирующее множество

перестановок 𝑆(𝑇 ) ⊆ 𝑆 определено однозначно для задачи 1∣𝑝𝐿𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑈𝑖 ∣
∑
𝑤𝑖𝐶𝑖,

если выбирается только одно требование среди подмножества требований с одинако-
выми отношениями веcов к длительностям обслуживания. В случае существования
нескольких требований с одним тем же точечным отношением веса к длительностям
обслуживания можно сократить число требований, рассматриваемых в минималь-
ном доминирующем множестве. Таким образом, условие единственности 𝑆(𝑇 ) не
только не обременительно, но даже полезно. Было введено понятие многогранника
устойчивости перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆, который похож на шар ее устойчивости [12–14,
20]. При решении неопределенных задач многогранник устойчивости играет анало-
гичную роль, что и шар устойчивости [13, 14, 19–21, 29–31] в постоптимизационном
анализе, когда исходные данные заранее известны и оптимальное решение построено
для детерминированной задачи, а требуется определить область (шар) устойчиво-
сти построенного решения относительно возможных изменений исходных данных в
пределах максимального радиуса.
Здесь была использована полученная в [28] точная формула вычисления много-

гранника устойчивости 𝒮ℬ(𝜋𝑘, 𝑇 ) для любой фиксированной перестановки 𝜋𝑘 ∈ 𝑆,
которую можно реализовать за 𝑂(𝑛 log 𝑛) действий. Разработан метод ветвей и гра-
ниц для поиска перестановки с наибольшим относительным объемом многогранника
устойчивости и представлены результаты точного и эвристического решения случай-
но сгенерированных задач на ноутбуке. В дальнейшем целесообразно продолжить
исследования по использованию многогранника устойчивости для других неопреде-
ленных задач теории расписаний.
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