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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììû âçâåøåííûõ ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâà-

íèÿ òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæäîé äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-

âàíèÿ èçâåñòíû òîëüêî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Â òåðìèíàõ òåîðèè ðàñïè-

ñàíèé òàêàÿ çàäà÷à 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñ íåîïðåäåëåííûìè ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè îïèñû-

âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäàíî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé 1 2{ , ,..., }nJ J J J= , 2n ≥ , êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñëóæèòü íà

îäíîì ïðèáîðå. Êàæäîìó òðåáîâàíèþ iJ J∈  ïðèïèñàí âåñ 0iw > , õàðàêòåðèçóþùèé âàæíîñòü

áîëåå ðàííåãî çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ iJ . Âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà J  ãîòîâû ê

îáñëóæèâàíèþ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ. Ôàêòè÷åñêàÿ äëèòåëüíîñòü

ip  îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ iJ J∈  íà ïðèáîðå ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé ëþáîìó âåùåñòâåííîìó

÷èñëó, çàêëþ÷åííîìó ìåæäó íèæíåé ãðàíèöåé 0L
ip >  è âåðõíåé ãðàíèöåé U L

i ip p≥ , êîòîðûå èçâåñ-

òíû äî íà÷àëà ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ äëèòåëü-

íîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íå èçâåñòíû íà ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè

ïîñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ äëèòåëüíîñòü ip  îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ iJ  ìîæåò îñòàâàòüñÿ íåèç-

âåñòíîé âïëîòü äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ iJ . Êàæäîå òðåáîâàíèå iJ J∈
äîëæíî áûòü îáñëóæåíî ïðèáîðîì áåç ïðåðûâàíèé â òå÷åíèå âðåìåíè [ , ]L U

i i ip p p∈ , êîòîðîå ñòà-

íîâèòñÿ èçâåñòíûì â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ iJ J∈ .
Åñëè íèæíÿÿ ãðàíèöà 0L

ip >  è âåðõíÿÿ ãðàíèöà U
ip  äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî òðå-

áîâàíèÿ iJ J∈  ñîâïàäàþò, L U
i ip p= , òî çàäà÷à 1| |L U

i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ïðåâðàùàåòñÿ â äåòåðìè-

íèðîâàííóþ çàäà÷ó 1|| i iw C∑ , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ ( log )O n n , êàê áûëî óñòà-
íîâëåíî â [1].

Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ 1 2{ , ,..., }np p p p=  äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-

âàíèé îáîçíà÷èì ={ | , , {1, , }}n L U
i i iT p p R p p p i n+∈ ≤ ≤ ∈ =K =1[ , ]n L U

i i ip p× , ãäå nR+   � ïðîñòðîàíñòâî

íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n , =1[ , ]n L U
i i ip p×  � äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-

íèå çàäàííûõ îòðåçêîâ äîïóñòèìûõ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Ôèêñèðîâàííûé
âåêòîð p T∈  äîïóñòèìûõ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íàçûâàþò ñöåíàðèåì. Äëÿ çà-

äà÷è 1| |L U
i i ip p p γ≤ ≤ , êàê ïðàâèëî, íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïåðåñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà S âñåõ !n

ïåðñòàíîâîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà J , êîòîðàÿ îñòàâàëàñü áû îïòèìàëüíîé ïðè
âñåõ ñöåíàðèÿõ èç ìíîæåñòâà T [2]. Â êà÷åñòâå ìåðû óñòîé÷èâîñòè ïåðåñòàíîâêè k Sπ ∈  îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèé J ê èçìåíåíèÿì äëèòåëüíîñòè èõ îáñëóæèâàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ïàðàëëåëåïèïåä îïòèìàëüíîñòè ýòîé ïåðåñòàíîâêè.
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Ïàðàëëåëåïèïåä îïòèìàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Â ðàáîòàõ

[3, 5] áûëè èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè kπ , êîòîðûé ñî-

äåðæèòñÿ â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ýòîé ïåðåñòàíîâêè è ñîäåðæèò ìíîãîãðàííèê åå óñòîé÷èâîñòè,

êîòîðûé áûë èññëåäîâàí â [4]. Äåòåðìèíèðîâàííóþ çàäà÷ó 1|| i iw C∑ ñ ôèêñèðîâàííûì âåêòîðîì

p T∈  äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé áóäåì îáîçíà÷àòü 1| | i ip w C∑ . Ïóñòü kN  îáî-

çíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1,2,..., }i n∈ òðåáîâàíèé iJ J∈ .

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïàðàëëåëåïèïåä ( , )kOB Tπ = * *[ , ]
i k i ik N k kl u T∈× ⊆

áóäåì íàçûâàòü ïàðàëëåëåïèïåäîì îïòèìàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè 
1 2

( , ,..., )
nk k k kJ J J Sπ = ∈

îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà 1 2{ , ,..., }nJ J J J= , åñëè äëÿ ëþáîãî ñöåíàðèÿ

1 2( , ..., )np p p p T= ∈ , ïðè êîòîðîì ïåðåñòàíîâêà kπ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è 1| | i ip w C∑ ,

ýòà ïåðåñòàíîâêà îñòàåòñÿ îïòèìàëüíîé è äëÿ çàäà÷è 1| | i ip w C′ ∑  ïðè ëþáîì ñöåíàðèè

* *
\[ , ] { [ , ]}

g g j g j jk k k N k k kp l u p p∈′∈ × ×  äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé g kk N∈ . Åñëè íå ñóùåñòâóåò ñöåíà-

ðèÿ  p T∈ , ïðè êîòîðîì ïåðåñòàíîâêà kπ  ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è 1| | i ip w C∑ , òî ïîëà-

ãàåì ( , )kOB Tπ = ∅ .

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ p′  äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ 
ikp ,  

ikJ J∈ ,

â ïðåäåëàõ îòðåçêà * *[ , ]
i ik kl u íå âëèÿåò íà îïòèìàëüíîñòü ïåðåñòàíîâêè k Sπ ∈ , äëÿ êîòîðîé

* *[ , ]
i i ik k kp l u∈ . Íåïóñòîé îòðåçîê * *[ , ]

i ik kl u , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî * *

i ik kl u< , áóäåì

íàçûâàòü îòðåçêîì îïòèìàëüíîñòè òðåáîâàíèÿ 
ikJ  â ïåðåñòàíîâêå kπ . Íåïóñòîé îòðåçîê

* *[ / , / ]
i i i ik k k kw u w l , äëÿ êîòîðîãî * */ /

i i i ik k k kw u w l< , áóäåì íàçûâàòü îòðåçêîì îïòèìàëüíîñòè îòíî-

øåíèÿ âåñà ê äëèòåëüíîñòè /
i ik kw p . Åñëè ìàêñèìàëüíûé îòðåçîê * *[ , ]

i ik kl u  ïóñòîé äëÿ òðåáîâàíèÿ

ikJ J∈  â ïåðåñòàíîâêå kπ , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðåáîâàíèå 
ikJ J∈  íå èìååò îòðåçêà îïòè-

ìàëüíîñòè â ïåðåñòàíîâêå kπ .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ïðåäëàãà-

åòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

ˆ ˆ1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñ ðåäóöèðîâàííûìè èíòåðâàëàìè äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-

íèé ˆ ˆ[ , ] [ , ]L U L U
i i i ip p p p⊆ , ïîëó÷åííûìè ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì (ñì. ðèñ. 1): 

1
min

ˆ
ji

L Lj i
i j

ww

p p≤ ≤

  =  
 

,

max
ˆ

ji
U Ui j n
i j

ww

p p≤ ≤

  =  
 

 äëÿ âñåõ {1,2,..., }i n∈ .

Çàäà÷ó ˆ ˆ1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñ óêàçàííûìè ðåäóöèðîâàííûìè èíòåðâàëàìè âîçìîæíûõ äëè-

òåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé áóäåì íàçûâàòü ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷åé. Â ñòàòüå [4]

äîêàçàíà ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñëîæíîñòè ( )O n  ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëå-

ëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ( , )kOB Tπ  äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïåðåñòàíîâêè kπ  îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-

íèé.
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Ðèñ. 1. Îòñåêàåìûå â ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷å èíòåðâàëû âîçìîæíûõ îòíîøåíèé  
i ik kw p

äëÿ ïåðåñòàíîâêè ( ,..., ,..., )
v i uk k kJ J J   çàøòðèõîâàíû

Òåîðåìà 1 [4]. Ïàðàëëåëåïèïåä îïòèìàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè kπ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

J äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñîâïàäàåò ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì îïòèìàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè

kπ  îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé J  äëÿ ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷è ˆ ˆ1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ .

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ïåðåñòàíîâêó ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèìåòðîì Per ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè. Ïåðèìåòð Per

ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ñóììà îòðåçêîâ îïòèìàëüíîñòè òðåáîâàíèé â ïåðåñòàíîâêå k Sπ ∈ . Ïåðåñòà-

íîâêó k Sπ ∈  ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèìåòðîì ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü îï-

òèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêîé äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ .

Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê k Sπ ∈ . Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïå-

ðåñòàíîâîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé 1 2{ , ,..., }nJ J J J=  ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèìåòðîì ïàðàëëåëå-

ïèïåäà îïòèìàëüíîñòè îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ïîíÿòèè áëîêà òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà J .
Îïðåäåëåíèå 2. Áëîêîì áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî

1 2
{ , ,..., }

Br
r r r rB J J J J= ⊆  ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé 1 2{ , ,..., }nJ J J J= , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùåå óñëîâèå: min maxi i

r r r ri i

i i

r r
J B J BL U

r r

w w

p p∈ ∈

      ≥   
      

. Îòðåçîê [ , ]L U
r rb b , äëÿ êîòîðîãî

max i

r ri

i

rL
r J B U

r

w
b

p∈

  =  
  

 è min i

r ri

i

rU
r J B L

r

w
b

p
∈

  =  
  

, áóäåì íàçûâàòü ÿäðîì áëîêà rB .

Òðåáîâàíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå òîëüêî îäíîìó áëîêó, áóäåì íàçûâàòü ôèêñèðîâàííûìè â ñâî-
èõ áëîêàõ. Òðåáîâàíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå íåñêîëüêèì áëîêàì, áóäåì íàçûâàòü íåôèêñèðîâàííû-
ìè â áëîêàõ. Â ïðèìåðå 1, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 2, îñü àáñöèññ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ
îòíîøåíèÿ âåñà ê äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Îñü îðäèíàò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îòîáðà-

æåíèÿ òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà J . Â ïðèìåðå 1 ìíîæåñòâî áëîêîâ B  ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ

1 2{ , }B B B= , ãäå 1 1 2 3{ , , }B J J J= , 2 3 4{ , }B J J= . Òðåáîâàíèÿ 1J , 2J  è 4J  ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè,

à òðåáîâàíèå 3J  � íåôèêñèðîâàííîå. ßäðà áëîêîâ 1B  è 2B  íà ðèñ. 2 çàøòðèõîâàíû.
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð 1 ñ äâóìÿ áëîêàìè, ÿäðà êîòîðûõ çàøòðèõîâàíû.

Â ðàáîòå [5] äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììà 1 è òåîðåìà 2.

Ëåììà 1 [5]. Äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ìíîæåñòâî âñåõ áëîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ( log )O n n .
Íà îñíîâå êîíñòðóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ðàçðàáîòàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñëîæ-

íîñòè ( log )O n n  âûäåëåíèÿ âñåõ áëîêîâ äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ .

Ãðàíèöû ÿäåð ïåðâîãî áëîêà 1B B∈  îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå îïðåäåëÿåò-

ñÿ ëåâàÿ ãðàíèöà { }1 max
i

L U
J J i ib w p∈=  è ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, âõîäÿùèõ â áëîê 1B :

1 1{ | }U U L
i i i i iB J J w p b w p= ∈ ≤ ≤ . Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâàÿ ãðàíèöà ÿäðà áëîêà 1B  ïî ñëåäóþ-

ùåé ôîðìóëå: { }
11 min

i

U L
J B i ib w p∈= .

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ âòîðîé áëîê 2B B∈  äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé 1{ \ | }U U
i i iJ J w p b= .

Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåí ïîñëåäíèé áëîê mB B∈ . Âñå òðåáî-

âàíèÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî íåâîçðàñòàíèþ îòíîøåíèé  L U
i i ib w p=% . Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé 1{ | }U L L
j k k k k kB J J w p b w p= ∈ ≤ ≤%  è îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà

{ }min
v j

U L
i J B v vb w p∈=% .

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
1

U L
i ib b−<% , òî îòðåçîê [ , ]L U

i ib b% %  ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì áëîêà, ò.å.

[ , ] [ , ]L U L U
z z i ib b b b= % % . Åñëè { }min

g

L L
i J J g gb w p∈<% , òî ïðîöåññ âûäåëåíèÿ áëîêîâ çàêîí÷åí.

Òåîðåìà 2 [5]. Åñëè ( , )kOB Tπ ≠ ∅ , òî ëþáûå äâà ôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèÿ èç ðàçíûõ áëî-

êîâ ìíîæåñòâà Â äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû â ïåðåñòàíîâêå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ëåâûõ (è ïðàâûõ)
ãðàíèö ÿäåð èõ áëîêîâ.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áëîêè ìíîæåñòâà 
1 2{ , ,..., }mB B B B= ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

ëåâûõ ãðàíèö èõ ÿäåð, ò.å. èç íåðàâåíñòâà L L
v ub b<  ñëåäóåò íåðàâåíñòâî v u< .

Ïåðåñòàíîâêè ñ ìàêñèìàëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì îïòèìàëüíîñòè. Ïîñëå âûäåëåíèÿ

âñåõ áëîêîâ è óïîðÿäî÷åíèÿ òðåáîâàíèé â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ îòíîøåíèé L U
i i ib w p=%  èñõîä-

íóþ çàäà÷ó 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ ìîæíî ðàçáèòü (äåêîìïîçèðîâàòü) íà ïîäçàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-

þùèå âûäåëåííûì áëîêàì. Â ðàáîòå [5] äîêàçàíà ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà 3, êîòîðàÿ áûëà
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èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà ñëîæíîñòè 2( )O n äëÿ äåêîìïîçèöèè çàäà÷è

1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  íà äâå ïîäçàäà÷è.

Òåîðåìà 3 [5]. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà ñìåæíûõ áëîêà rB  è 1rB + áåç îáùèõ òðåáîâàíèé,

1r rB B +∩ = ∅ , òî çàäà÷ó ìîæíî äåêîìïîçèðîâàòü íà äâå ïîäçàäà÷è 1 2J P P= ∪ , ãäå 1P  � ìíîæå-

ñòâî òðåáîâàíèé èç áëîêîâ 1 2, ,..., rB B B , à 2P  � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé èç áëîêîâ 1 2, ,...,r i mB B B+ + .

Òîãäà ÷àñòíûå ðåøåíèÿ 1( (1), )kOB Tπ  è 2( (2), )kOB Tπ , 1 2T T T= ∪ , äàþò îáùåå ðåøåíèå

1 2( , ) ( (1), ) ( (2), )k k kOB T OB T OB Tπ π π= ×  èñõîäíîé çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ .

Ïðè äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  òðåáîâàíèÿ áëîêîâ rB  è 1rB + , óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ñîäåðæàòñÿ â ðàçíûõ ïîäçàäà÷àõ. Ïðåäñòàâëåííàÿ â òåîðåìå

3 äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïàð

ñîñåäíèõ áëîêîâ áåç ñìåæíûõ òðåáîâàíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò êîíåö ïðåäûäóùåé ïîä-

çàäà÷è è íà÷àëî ñëåäóþùåé ïîäçàäà÷è. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ ïîäçàäà÷ 1P , 2P ,�, vP

ëèáî ñîäåðæèò òîëüêî îäèí áëîê, ëèáî ñîäåðæèò íåñêîëüêî áëîêîâ. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è iP , 1 i v≤ ≤ ,

ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ( )s iπ , ïîñëå ÷åãî ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà
(1) (2) ( )( , ,..., )s s s v

k Sπ π π π= ∈   èñõîäíîé çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñî ñëåäóþùèì ïàðàëëåëåïè-

ïåäîì îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêè  kπ : ( )
{1,2,..., }( , ) ( , )s i i

k i vOB T OB Tπ π∈= × .

Åñëè çàäà÷à ñîäåðæèò òîëüêî îäèí áëîê, 1B J= , òî ïàðàëëåëåïèïåä îïòèìàëüíîñòè  ( , )kOB Tπ
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì òðåáîâàíèåì 

1k
J , âòîðûì òðåáîâàíèåì 

1k
J , ïðåäïîñëåäíèì òðåáîâàíèåì

1nkJ
−

 è ïîñëåäíèì òðåáîâàíèåì 
nkJ  â ïåðåñòàíîâêå âñåõ òðåáîâàíèé èç ýòîãî áëîêà. Ïðè çòîì

îòðåçêè îïòèìàëüíîñòè ìîãóò èìåòü òîëüêî ïåðâîå òðåáîâàíèå 
1k

J  è òîëüêî ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå

nkJ  (ò.å. íå áîëåå äâóõ òðåáîâàíèé òàêîé ïåðåñòàíîâêè), à äëèíû îòðåçêîâ îïòèìàëüíîñòè çàâèñÿò
îò âòîðîãî òðåáîâàíèÿ 

2kJ  è ïðåäïîñëåäíåãî òðåáîâàíèÿ  
1nkJ

−
 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ

çàäà÷è  1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ðàáîòå [5].

Ëåììà 2 [5]. Åñëè 1B J= , òî ïåðåñòàíîâêó k Sπ ∈  ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèìåòðîì ïàðàëëåëåïè-

ïåäà îïòèìàëüíîñòè ( , )kOB Tπ  äëÿ çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ìîæíî ïîñòðîèòü çà ( )O n  ýëå-

ìåíòàðíûõ îïåðàöèé.
Íàçíà÷åíèå òðåáîâàíèé â ïåðâóþ, âòîðóþ, ïîñëåäíþþ è ïðåäïîñëåäíþþ ïîçèöèè â ïåðåñòà-

íîâêå k Sπ ∈   îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

*

1

1 1
max

iL LJ
k ip p

 
=  

 
, 

*

2

1 1
min

iL LJ
k ip p

 
=  

 
,  *

1

1 1
max

i

r

U UJ
k ip p

−

 
=  

 
, *

1 1
min

i

r

U UJ
k ip p

 
=  

 
,

ãäå *
iJ  � ìíîæåñòâî íå íàçíà÷åííûõ ðàíåå â áëîêè íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé çàäà÷è

1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ . Ïðè ýòîì ïðè ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå âûáîðà òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà

1 2 1
{ , , , }

n nk k k kJ J J J
−

 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà S. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

èñêîìîé îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü íå áîëåå 4! 24=  ïåðåñòàíîâîê âìåñòî

âñåõ !n  âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê n  òðåáîâàíèé.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð, èñõîäíûå äàííûå äëÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàá-

ëèöå 1. Äëÿ ïðîñòîòû ðåøåíèÿ ïðèìåðà ïîëîæèì âñå âåñà òðåáîâàíèé ðàâíûìè åäèíèöå, 1iw = .

Òàáëèöà 1  
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ïðèìåðà 2 çàäà÷è 1| |L U

i i i i ip p p wC≤ ≤ ∑  

1 2 3 5 6 

i  L
ip  U

ip  / U
i iw p  L

ip  

1 6 16 1/16 1/6 

2 1 12 1/12 1 

3 7 14 1/14 1/7 

4 8 13 1/13 1/8 

5 4 14 1/14 1/4 

 

Èíòåðâàëû îòíîøåíèé âåñîâ ê äëèòåëüíîñòÿì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.

3 â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Çàäà÷à  1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  â ïðèìåðå 2 ñîäåðæèò åäèí-

ñòâåííûé áëîê 1B J= (íà ðèñ. 4 ÿäðî ýòîãî áëîêà çàøòðèõîâàíî). Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàäàí-

íûå èíòåðâàëû äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Åñëè âûáðàòü òðåáîâàíèÿ â ïåðâóþ, âòîðóþ, ïðåäïîñëåäíþþ è ïîñëåäíþþ ïîçèöèè ïåðåñòà-

íîâêè k Sπ ∈  â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 
1 2 12 4 3 1, , ,

n nk k k kJ J J J J J J J
−

= = = = , òî ïåðèìåòð ïîëó÷åííîé

ïåðåñòàíîâêè kπ = 2 4 5 3 1( , , , , )J J J J J  áóäåò ðàâåí 9Per = . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ äðó-

ãèõ ïåðåñòàíîâîê èç ìíîæåñòâà  S äëÿ ïðèìåðà 2 ïàðàëëåëåïèïåäû îïòèìàëüíîñòè èìåþò ïåðè-
ìåòðû ìåíüøå 9.

Ðèñ. 3. Èíòåðâàëû îòíîøåíèé âåñîâ ê äëèòåëüíîñòÿì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé äëÿ ïðèìåðà 2

Ðèñ. 4 . Çàäàííûå èíòåðâàëû äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé äëÿ ïðèìåðà 2
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Åñëè çàäà÷à ñîäåðæèò íåñêîëüêî áëîêîâ, òî ïðè ïåðåìåùåíèè íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâà-
íèé ìåæäó áëîêàìè, êîòîðûì òðåáîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò, áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçíûå ïåðåñòàíîâ-
êè òðåáîâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåìûå ïàðàëëåëåïèïåäû îïòèìàëüíîñòè äëÿ òàêèõ ïå-
ðåñòàíîâîê ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ âñåõ íåôèêñèðîâàí-
íûõ òðåáîâàíèé ïåðåáèðàòü âñå äîïóñòèìûå âàðèàíòû ïðèíàäëåæíîñòè ýòèõ òðåáîâàíèé òåì
èëè èíûì áëîêàì.

Òåîðåìà 4. Åñëè êàæäîå íåôèêñèðîâàííîå òðåáîâàíèå ìíîæåñòâà J  íàçíà÷åíî â îäèí èç áëî-

êîâ ìíîæåñòâà B , êîòîðûì îíî ïðèíàäëåæèò, òî ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå ëåììû 2 è òåîðåìû 3

ïåðåñòàíîâêà kπ  ñ íàèáîëüøèì ïåðèìåòðîì ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ( , )kOB Tπ  ìîæåò

áûòü ïîñòðîåíà çà ( log )O n n  ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 4 ìîæíî íàéòè ïàðàëëåëåïèïåä îïòèìàëüíîñòè è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ

çàäà÷è  1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑ . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàçìå-

ùåíèÿ íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé â áëîêàõ, êîòîðûì îíè ïðèíàäëåæàò, è ïîñòðîèòü ïåðåñòàíîâ-
êè ñ íàèáîëüøèìè ïåðèìåòðàìè ïàðàëëåëåïèïåäîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ðàçìåùå-
íèé íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé â èõ áëîêàõ. Â ïðîöåññå ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ïðèíàäëåæíîñòè
íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé èõ áëîêàì ìîãóò âîçíèêíóòü ñëó÷àè, êîãäà âîçìîæíà íîâàÿ äåêîì-
ïîçèöèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è. Îáùàÿ ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè-

÷èíîé (2 log )dO n n , ãäå d � ÷èñëî íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé.

Åñëè ðîñò êîëè÷åñòâà íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé àñèìïòîòè÷åñêè îãðàíè÷åí ïðè ðîñòå ÷èñ-

ëà òðåáîâàíèé n  è îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé (log )O n , òî òàêîé ïåðåáîðíûé àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ

ïîëèíîìèàëüíûì ñî ñëîæíîñòüþ 2( log )O n n .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð 3, èñõîäíûå äàííûå êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Äëÿ ïðîñòîòû âåñà òðåáîâàíèé ïîëîæèì ðàâíûìè åäèíèöå: 1iw = .

Òàáëèöà 2  
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ïðèìåðà 3 çàäà÷è 1| |L U

i i i i ip p p wC≤ ≤ ∑  

1 2 3 5 6 

i  L
ip  U

ip  / U
i iw p  L

ip  

1 15 17 1/17 1/15 

2 13 18 1/18 1/13 

3 3 19 1/19 1/3 

4 5 9 1/9 1/5 

5 3 7 1/7 1/3 

6 1 23 1/23 1 

 

Èíòåðâàëû îòíîøåíèé âåñîâ ê äëèòåëüíîñòÿì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.
5 â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ïðèìåðà 3 ìíîæåñòâî B  ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ:

1 2{ , }B B B= , ãäå 1 1 2 3 6{ , , , }B J J J J= , 2 3 4 5 6{ , , , }B J J J J= . Òðåáîâàíèÿ 1J , 2J , 4J  è  5J  ÿâëÿþòñÿ ôèê-

ñèðîâàííûìè, à òðåáîâàíèÿ 3J  è 6J  � íåôèêñèðîâàííûìè. ßäðà áëîêîâ 1B  è 2B   íà ðèñ. 5 çàøòðè-

õîâàíû.
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Ðèñ. 5. Èíòåðâàëû îòíîøåíèé âåñîâ ê äëèòåëüíîñòÿì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé äëÿ ïðèìåðà 3

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû çàäàííûå îòðåçêè äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ïðÿìîó-
ãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðèñ. 6.  Çàäàííûå îòðåçêè äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé (ÿäðà áëîêîâ çàøòðèõîâàíû)
äëÿ ïðèìåðà 3

Äëÿ íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé 3J  è 6J  âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû èõ ïðèíàäëåæíîñòè
áëîêàì 1B  è 2B . Â áëîê 1B  íåôèêñèðîâàííûå òðåáîâàíèÿ 3J  è 6J  ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ñëåäóþùè-
ìè ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè: 1) â áëîêå 1B  íåò íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé; 2) 3 1J B∈  ; 3) 6 1J B∈ ;
4) 3 1 6 1,J B J B∈ ∈ . Ïîñëå ïåðå÷èñëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé íåôèêñèðîâàííûõ ðàáîò â áëîê 1B , îñòàâ-
øèåñÿ íåôèêñèðîâàííûå òðåáîâàíèÿ, íå âîøåäøèå â áëîê 1B , äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû â áëîê

2B .

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíî äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ïðèìåðà 3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû iπ ( rB , rJ ) äåðåâà

ðåøåíèé (çäåñü i  óêàçûâàåò íîìåð âåðøèíû, rB �  íîìåð áëîêà, rJ �  ìíîæåñòâî íåôèêñèðîâàí-

íûõ òðåáîâàíèé, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû â áëîê rB ) ñòðîèòñÿ ïåðåñòàíîâêà 0 iπ →  òðåáîâàíèé, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó áëîêó, è íåôèêñèðîâàííûõ òðåáîâà-

íèé ýòîãî áëîêà, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû â ýòîò áëîê. Ïðè ýòîì ïåðåñòàíîâêà 0 iπ →  òðåáîâàíèé
èìååò íàèáîëüøèé ïåðèìåòð ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ñðåäè ïåðåñòàíîâîê óêàçàííûõ òðå-
áîâàíèé. Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ ïåðåñòàíîâîê âûáèðàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ñ íàèáîëüøèì ïåðèìåòðîì
ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ñîãëàñíî ëåììå 2 è òåîðåìå 3.
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Ðèñ. 7. Äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ïðèìåðà 3.

Äëÿ ïðèìåðà 3 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äâå ïåðåñòàíîâêè ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì îïòèìàëüíîñòè,
èìåþùèì íàèáîëüøèé ïåðèìåòð 

4 5 6 13Per Per Per= = = : 4
6 4 5 3 1 2( , , , , , )J J J J J Jπ = ,

5 6
5 4 3 1 2 6( , , , , , )J J J J J Jπ π= = .

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðîâ
áûëè ïðîâåäåíû òðè ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà êîìïüþòåðå. Â ñåðèè à) ðåøàëèñü

ïðîèçâîëüíî ñãåíåðèðîâàííûå çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  áåç êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé. Â ñå-

ðèè á) ðåøàëèñü çàäà÷è ñ ìíîæåñòâàìè òðåáîâàíèé, âõîäÿùèìè â åäèíñòâåííûé áëîê. Â ñåðèè â)
ðåøàëèñü çàäà÷è, â êîòîðûõ èíòåðâàë îòíîøåíèÿ âåñà ê äëèòåëüíîñòè îäíîãî òðåáîâàíèÿ ñîäåð-
æàë âíóòðè ñåáÿ âñå èíòåðâàëû îòíîøåíèé âåñîâ ê äëèòåëüíîñòÿì îñòàëüíûõ òðåáîâàíèé. Êàæ-
äàÿ èç òðåõ ñåðèé ñîñòîÿëà èç 25 ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ ñ îäèíàêîâûìè êîëè÷åñòâàìè
nòðåáîâàíèé è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè â êàæäîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòà (ïîãðåøíîñòü äëèòåëüíîñòåé
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ïðîöåíò ôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé, êîëè÷åñòâî áëîêîâ òðåáîâàíèé).

Äëÿ êàæäîé ðàññìîòðåííîé â ýêñïåðèìåíòå çàäà÷è 1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñòðîèëàñü ïåðåñòà-

íîâêà òðåáîâàíèé 
1 2

= ( , , , )k k k kn
J J J Sπ ∈K  ñ íàèáîëüøèì ïåðèìåòðîì ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëü-

íîñòè. Çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàëñÿ ôàêòè÷åñêèé ñöåíàðèé * * * *
1 2( , ,..., )np p p p=  èç ìíîæå-

ñòâà T  âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ. Äëÿ âûáðàííîãî ôàêòè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ * * * *
1 2( , ,..., )np p p p=  ñòðîè-

ëàñü îïòèìàëüíàÿ äëÿ çàäà÷è *1| | i ip w C∑  ïåðåñòàíîâêà ïî àëãîðèòìó Ñìèòà [1].

Ïóñòü 0 0

1

n

i i
i

w C
=

Φ = ∑  îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïåðåñòàíîâêè

1 2
= ( , , , )k k k kn

J J Jπ K , ïîñòðîåííîé ïî îäíîìó èç ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ñòàòüå àëãîðèòìó,

à * *

1

n

i i
i

w C
=

Φ = ∑  � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííîé çàäà÷è

*1| | i ip w C∑  ñ ôàêòè÷åñêèìè äëèòåëüíîñòÿìè * * * *
1 2( , ,..., )np p p p=  îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé,

êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû òîëüêî ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé. Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ
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ïîãðåøíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

∆ = 0 * *[( ) / ] 100%Ö Ö Ö− ⋅ .

Äëÿ êàæäîé èç òðåõ ñåðèé ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ âû÷èñëÿëîñü ñðåäíåå çíà÷åíèå îòíîñèòåëü-
íîé ïîãðåøíîñòè ∆ . Îñíîâíàÿ öåëü âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîÿëà â îïðåäåëåíèè îò-
êëîíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé äëÿ ïåðåñòàíîâêè ñ ìàêñèìàëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì îï-
òèìàëüíîñòè, îò öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé äëÿ ôàêòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè à) çàäà÷è ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è

íà ÷èñëîâîì îòðåçêå [10,1000] ñëó÷àéíî âûáèðàëàñü ñåðåäèíà C  èñêîìîãî îòðåçêà [ , ]L U
i ip p  ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðàâíîìåðíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïî çàäàííîé ïîãðåøíî-

ñòè δ  âû÷èñëÿëèñü öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû L
ip  è âåðõíåé ãðàíèöû U

ip  âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé 1
ip R+∈  äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Âûáðàííûå âåñà ñ÷èòàëèñü èçâå-

ñòíûìè íà ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, ïðè÷åì âåñ 1
iw R+∈  êàæäîãî òðåáîâàíèÿ iJ J∈  ðàâ-

íÿëñÿ åäèíèöå 1iw =  äëÿ âñåõ çàäà÷ ñåðèè à). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè à) ïðèâåäåíû â

òàáë. 3.

Òàáëèöà 3 

Ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê  
äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ 1| |L U

i i i i ip p p wC≤ ≤ ∑   
(ñåðèÿ à))

 

×èñëî 
òðåáîâàíèé, n 

Ïîãðåøíîñòü δ  
â ïðîöåíòàõ Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ∆ =

0 *

*

( )
100%

Ö Ö

Ö

− ⋅ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé 

10 1 0,003486 

10 5 0,124256 

10 10 0,336489 

10 25 2,685694 

10 50 11,67374 

20 1 0,002153 

20 5 0,132725 

20 10 0,688434 

20 25 3,042971 

20 50 8,438201 

30 1 0,003976 

30 5 0,168885 

30 10 0,818434 

30 25 4,415353 

30 50 13,40911 

50 1 0,058302 

50 5 0,177385 

50 10 0,791101 

50 25 3,871003 

50 50 11,25797 

100 1 0,006574 

100 5 0,196515 

100 10 0,694281 

100 25 2,844204 

100 50 8,847757 
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Â ýêñïåðèìåíòàõ ñåðèè à) ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà 0,002153%, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ðàâíà 13,40911%, ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà 2,98756%.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè á) çàäà÷è (ñîäåðæàùèå åäèíñòâåííûé áëîê òðåáîâàíèé) ãåíåðèðîâà-
ëèñü ñëó÷àéíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âûïîëíÿëàñü ñëó÷àéíàÿ ãåíåðàöèÿ ïàðàìåòðîâ, àíà-

ëîãè÷íàÿ ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè à). Ñëó÷àéíî âûáðàííûå âåñà 1
iw R+∈

êàæäîãî òðåáîâàíèÿ iJ J∈  áûëè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [1,50] . Ïîñëå ýòîãî äëÿ

êàæäîãî ïîëó÷åííîãî ïðèìåðà îáåñïå÷èâàëîñü, ÷òî âñå òðåáîâàíèÿ âõîäÿò â îäèí è òîò æå áëîê. Äëÿ

ýòîãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðîâàëîñü ÷èñëî p  íà ÷èñëîâîì îòðåçêå [10,1000]  è ñëó÷àéíûì

îáðàçîì âíóòðè êàæäîãî îòðåçêà [ , ]L U
i ip p  ãåíåðèðîâàëàñü äëèòåëüíîñòü [ , ]r L U

i i ip p p∈  . Ïîñëå ýòîãî

ãðàíèöû âîçìîæíûõ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé [ , ]L U
i ip p  èçìåíÿëèñü òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî / 1/r
i iw p p= . Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè á) ïðèâåäåíû â òàáë. 4.

Òàáëèöà 4  
Ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê  

äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ 1| |L U
i i i i ip p p wC≤ ≤ ∑   

(ñåðèÿ á))
 

×èñëî 
òðåáîâàíèé, n 

Ïîãðåøíîñòü δ  
â ïðîöåíòàõ Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ∆ =

0 *

*

( )
100%

Ö Ö

Ö

− ⋅ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé 

10 1 0,368836 

10 5 1,40331 

10 10 3,158721 

10 25 6,853226 

10 50 11,43732 

20 1 0,507178 

20 5 1,941939 

20 10 3,259812 

20 25 7,76742 

20 50 14,02912 

30 1 0,544076 

30 5 2,540525 

30 10 5,031449 

30 25 10,86262 

30 50 17,90908 

50 1 0,540756 

50 5 2,313992 

50 10 4,883427 

50 25 10,51869 

50 50 18,85317 

100 1 0,532014 

100 5 2,338265 

100 10 4,678039 

100 25 10,43888 

100 50 17,97625 

 

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñåðèè á) ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà 0,368836%, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ðàâíà 18,85317%, ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà 6,427525.
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Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè â) ãåíåðàöèÿ ïðèìåðîâ ïðîâîäèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå
ãåíåðèðîâàëîñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåôèêñèðîâàííîå òðåáîâàíèå, îòðåçîê îòíîøåíèÿ âåñà ê äëè-

òåëüíîñòè 1 1 1 1[ / , / ]U Lw p w p , äëÿ êîòîðîãî ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ îòðåçêè îòíîøåíèé âåñîâ ê äëè-

òåëüíîñòÿì îñòàëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé: {[ / , / ], 2, }U L
i i i iI w p w p i n= = . Îòðåçêè

[ / , / ]U L
i i i iw p w p  äëÿ òðåáîâàíèé ãåíåðèðîâàëèñü â äèàïàçîíå [1/1000,1]. Âåñ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ

ãåíåðèðîâàëñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äèàïàçîíå [1, 10], ïðè÷åì âåñ íåôèêñèðîâàííîãî òðåáîâàíèÿ
ïîëàãàëñÿ áîëüøèì âåñîâ ëþáîãî èç ôèêñèðîâàííûõ òðåáîâàíèé. Â òàáë. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñåðèè â) äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ òàêèõ çàäà÷

1| |L U
i i i i ip p p w C≤ ≤ ∑  ñ êîëè÷åñòâîì òðåáîâàíèé {10,20, ,50,100}n∈ K .

Òàáëèöà 5 

Ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê  
äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ 1| |L U

i i i i ip p p wC≤ ≤ ∑  
 (ñåðèÿ â))

 

×èñëî 
òðåáîâàíèé n 

×èñëî áëîêîâ 
m 

Êîëè÷åñòâî 
ôèêñèðîâàííûõ 

òðåáîâàíèé â áëîêå 

1B , 1| |B , 

Êîëè÷åñòâî ôèêñèðîâàííûõ 

òðåáîâàíèé â áëîêå iB , 2,i n= , 

| |iB ,(%) 

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 

∆ =
0 *

*

( )
100%

Ö Ö

Ö

− ⋅ ïîëó÷åííûõ 

ðåøåíèé 

10 3 7 1 (10%) 3,150169 

10 3 5 2 (20%) 3,962534 

10 3 3 3 (30%) 2,70919 

20 3 15 2 (10%) 3,377308 

20 3 11 4 (20%) 3,748392 

20 3 7 6 (30%) 3,204191 

30 3 23 3 (10%) 4,486963 

30 3 27 6 (20%) 1,701811 

30 3 11 9 (30%) 1,520874 

40 3 31 4 (10%) 4,041737 

40 3 23 8(20%) 3,06944 

40 3 15 12 (30%) 2,239455 

50 3 39 5 (10%) 5,211518 

50 3 29 10 (20%) 1,79256 

50 3 19 15 (30%) 1,937751 

100 3 79 10 (10%) 3,647747 

100 3 59 20 (20%) 1,319025 

100 3 39 30 (30%) 0,739238 

10 4 6 1 (10%) 6,066372 

10 4 3 2 (20%) 5,683246 

20 4 13 2 (10%) 8,751008 

20 4 7 4 (20%) 4,939738 

30 4 20 3 (10%) 5,537612 

30 4 11 6 (20%) 3,015126 

40 4 27 4 (10%) 3,487186 

40 4 15 8(20%) 2,446941 

50 4 34 5 (10%) 4,405966 

50 4 19 10 (20%) 2,38868 

100 4 69 10 (10%) 3,122492 

100 4 39 20 (20%) 0,921333 
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ðåøåíèÿ çàäà÷è 1| |i i i i ia p b w C≤ ≤ ∑  ïî êà÷åñòâó ïîëó÷àåìûõ ðàñïèñàíèé (ïåðåñòàíîâîê) îòíîñè-

òåëüíî êðèòåðèÿ i iw C∑  îêàçàëèñü áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòåð-

ìèíèðîâàííîé çàäà÷è ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè èíòåðâàëîâ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèé. Â ïåðåñòàíîâêàõ ñ ìàêñèìàëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì îïòèìàëüíîñòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïîãðåøíîñòè áûëî 0,739238, à ìàêñèìàëüíîå � 8,751008. Â ïåðåñòàíîâêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äå-
òåðìèíèðîâàííûì çàäà÷àì ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè èíòåðâàëîâ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè áûëî 0,784083, à ìàêñèìàëüíîå � 13,55389.

Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ ïàðàëëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè ðàçðàáîòàíû
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïåðåñòàíîâêè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ñ íàèáîëüøèì ïåðèìåòðîì ïàðàë-
ëåëåïèïåäà îïòèìàëüíîñòè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè
ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé, áëèçêèõ ê
îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèÿì, ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ñ íåîïðå-
äåëåííûìè ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ îäíîãî ïðèáîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ «óçêèì ìåñòîì» â ðåàëü-
íîé îáñëóæèâàþùåé ñèñòåìå.
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Â ïîñëåäíèå ãîäû â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áîëüøóþ
ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äâóõñòàäèéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè [1�6].
Òàêèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì äâóõ âðåìåííûõ ýòàïîâ ñ ðàçëè÷íîé äèíàìèêîé îáúåê-
òà óïðàâëåíèÿ è/èëè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà è îãðàíè÷åíèé, ÷òî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî, íàïðèìåð, ñ êà÷å-
ñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì òåõíîëîãèÿì [1�3].
Ìîìåíò ïåðåõîäà ìåæäó ýòàïàìè, êàê ïðàâèëî, íå çàäàí, à äîëæåí âûáèðàòüñÿ îïòèìàëüíûì îá-
ðàçîì íàðÿäó ñ óïðàâëÿþùèìè ïåðåìåííûìè, çàäàþùèìè ïîâåäåíèå îáúåêòà âíóòðè êàæäîãî ýòàïà.

Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [7] è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå Ð. Áåëëìàíà [8]. Äëÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè äâóõñòàäèéíûõ ïðîöåññîâ îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýêîíî-
ìè÷åñêèõ çàäà÷ ñî÷åòàåò èäåè [7, 8] è ïðåäëîæåí â ðàáîòå [6]. Ðàçâèòèå íà ñëó÷àé, êîãäà äèíàìèêà
ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà áîëåå ÷åì äâóìÿ ýòàïàìè, ïî-âèäèìîìó, îãðàíè÷èâàåòñÿ ñàìèì ïîäõîäîì


