: Wlssensehaft.hche Zeitachrift der ’I‘echmschen Universitit ,,Otto von Guericke'’ Magdeburg 31 (1987) Heft 5

Sektion Mathematik - Direktor: Prof. Dr. sc. nat. H. Reichel .
DK 658.512: 858, 513_ Eingang: 16 12, 1986,

- Zu einigen Nachbarschaftsgraphen fiir die. Entwmklung geeigneter Itera.tlonsverfahren
zar nahemngswelsen Losung eines spezwllen Permuta.tlonsproblems '

ank Wemer

Verschzedeﬂartzge M aschmenbelegungsprableme fuhren auf Optwmwrungsaufgaben ubsr r:le'r M enge aller Permumtwnen de'r s
Zahlen vor 1 bis m. Bin grofler Teil d@eser Probleine gehdrt zur Klasse N P-hard, so dof verstirkt N ahemngsverfah'ren emwwkelﬁ B~
werden. In der vorliegenden Arbeit werden spexielle Nachbarschaften zu dem betrachteten Permutationsprablem: emgefuhrt wiid dze T
" zugehdrigen Strukturgraphen auf ihre Eigenschafien untersucht, RN

1. Einfiihrung

Eine groBe Anzahl von Rexhenfolgeproblemen fuhrt auf
ein Permuta.tlonsproblem der Form

min {Z(p) | p = (P1, Prversp) € Pu. o

Dabei bezeichne Pn = P(M) die Menge aller Permuta-
tionen der Elemente der Menge M = {1,...,m}, Neben
speziellen Zuordnungsproblemen sowie dem Rundreise-
problem . gehéren auch verschiedenartige. Maschinen-
belegungsprobleme zum Problemtyp (1). Ein groBer Teil

dieser Probleme gehort zur Klasse NP-hard. Daher.

existiert” unter der Annahme P 4= NP kein polyno-
" mialer Lésungsalgorithmus, und es werden fiir solche NP-

hard Probleme verstirkt Niherungsverfahren entwickelt. .

Dabei finden sowohl Konstruktichs- als auch Iterations-
verfahren (Verbesserungsverfahren) Anwendung. Bei den
Tterationsverfahren spielt die Wahl einer geeigneten
Nachbarschaft- N(p), ‘die vollstandig oder teilweise
(stocha.stlsch) auf eine Losungsverbesserung untersucht
wird, eine bedeutende Rolle. In der vorliegenden Arbeit
werden einige 'Nachbarschaftsstrukturen zum Permu-
tetionsproblem (1) auf graphentheoretischer Grundlage
untersucht und’ einige wesentliche Eigenschaften abge-
leitet. Im Abschnitt 2 werden die nachfolgend ben&tigten
Grundlagen zu Permutationen und Graphen zusammen-
getragen. Danach werden im Abschmtt 3 einige Nach-
barschaften betra.chtet ‘

2, Eiﬁige Grundlagen zu Permutationen und
Graphen -

Eine Permutation vom Grade m bezeichnet eine eindeu-’

tige Abbildung von M = {1,2,..,
Zuordnungen 1 — p1, 2 P2, ...,
Schreibweise '

: o 1 2 ...m
0 = (PL, P2, iy Pm) = )
\pr P2 ... Pm

,m} auf M. Fir die m
m —> pa wird dabei die

verwendet.. ' = (Pm, Pn-1,...,p1) wird als Umkehrpermu-
tation von p bezeichnet. Eine Permutation p € Px heilit

gyklisch mit der Zykluslinge 7, falls sie dureh Vertau-

sfchung ihrer Spalten auf die folgende Gestalt gebracht

" werden kann:

- ( P Pe. Pl prpm...pm)
= P P3Py PLPrilePm

Fiir p wird nachfolgend auch die Zyklenschreibweise
Ap1, Po.opr) verwendet, und efz) =7 _bezeichnet_ die
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Zykluslange von z. Die Menge aller zykllschen Perm,u-. N

tationen der Linge r von P'n \m'd mit, P : bezelchnet -
Ferner set _ 5

sz= U P:m :
Lor=g,

Die Elemente von: Pim heIBen Tla.nsposmonen Weiter»
hin 1aBt- sich. jede Permutation p€ Pn als Produkt

elementfremder Zyklen schreiben (H&uptproduktdar-_ S

stellung, vgl. [10]).
In der. Menge Pn kénnen VeI‘SOhIGdBIle Absta.ndsm&ﬂe-
eingefiihrt’ werden.

1. Bezeichne Po(p, i) die Posmon des Elementes 5 in
B € Py und sei : .

B, 5% = () € ¥ | Pofg, i < PO(p‘ A Po(p2 ol f K
> Po(p®, j)}. '

Dann hbildet dipt, p*) = IZ(pl, 2| den_ sogen&nnt.en‘
Inversionsabstand. '
2. Ein weiteres Abstandsma,ﬁ 158t sich-iiber die Anzahl
der Positionen, die in zwei Permutationen mit unter=

schiedlichen Elementen belégt sind, einfilliven, d. h;. ..~

m
Z sgn 11)‘ “"Psl

1=1

d (pl,p?) =

3. Eme weitere Mogllchkelt der Emfuhrung eines Ab-' :

standsmaBes in' Pu ergibt sich tiber die Betrachtung —F

der maximalen Posmlonsdlfferenz eines F]ements in
zwel Permuta.tlonen, d. h,
d(pl,p% = max |Po (pl i) —Po(p2 z)|

' i=1,...,m .

4. Fir das Rundreiseproblem 1iBt sich . ein geelgnetes -
AbstandsmaB auf der Basis der zwischen zwei Rund-
reisen auszutauschénden direkten Ortsverhmdungen 5
‘angeben. Seien 0 der Awusgangs- und Zielort. und
i{t,...,m} die' Menge der zu besuchenden Ortée und.
Ve={{pl, pi), (}, DDk, pd)} mit pj=0 die
Menge der direkten Verbindungen in der Rundreise
pt= (]91, me) (1’ =1, 2}. Dann ist d(pl pa) =

[ ¥\ ¥z ein AbstandsmaB fiir dsis -unsymmetrische e 3

Rundreiseproblem auf der Basis der auszutauschen-
den Kanten zwischen zwei Rundreisen (fiir das sym-

. metrische Rundreiseproblem ist ein Abstand in analo-- Lo

ger Weise definierbar). .
Py bildet mit. allen angegebenen Abstandsmaﬁen je-
weils einen metrischen Raum. Welcher Abstand bei einem
speziollen Problem zugrundegelegt werden kann, héngt

davon ab, inwieweit der betreffende Abst.and éin natiir-" -
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liches ,,Maf fiir die Verdnderung zwischen zwei Lésun-

“gen darstellt, Insofern ist Abstand 2 insbesondere fir

das Zuordnungsproblem sowie Abstand 4, wie erwihnt,
fiir das Rundreiseproblem geeignet, und diess Abstinde
werden auch bei Iterationsverfahren fiir derartige Pro-
bleme implizit zugrundegelegt {% — Austauschverfahren,
vgl. [4] bzw. [9]). Fiir viele Maschinenbelegungsprobleme,
erweist sich neben Abstand 3 das AbstandsmaB 1 als
besonders geeignet und wird daher bei den weiteren Be-
trachtungen Beriicksichtigung finden.

" Nacehfolgend bezeichne f{p) die ‘Menge aller Inversionen

der Permutation p sowie

Bilp) ={(,0€I(p)} < =11)m

" und Cilp) = (G, k) € I(p)} i=1{1)m .

" Folgiich gilt I(p) = U Bipi= U Ciip).

i=1 Ci=t

© Zu jeder Pormutation P € Py, lassen sich zwei Inversions-

tabellen b2 = (b7,...,b2) und ¢ = {c?,...,c2) mit bt =
[Bi(p)| sowie ¢ = |Ci(p)| angeben, wobel 0 << b2 < m — ¢
und 0 < ef < ¢ — 1 gilt (7 = 1{1)m). ‘
Theorem 1: Seien p, P, P € Pnmit p’ = p - p. Dann gilt
d(p, p') = |1(p)]- ' ‘
Bewets: Esreicht aus, zu zeigen, daB
G.)€IB) & o) €2ip D).

1. 8ei {4,4) € I{p). Dann existieren natiirliche Zahlen

Eimit 1 <k <1 << m, so dalB ‘ ‘

( kool
p= e Br =7 . Pr=1 )

Somit gilt

p-p-— R VR A ver DI ovs Pioen

= _ )l=p'.

s P7 o Pi o , . )
Wegen k£ <1 und €<5f erhilt man daher {p:, p;) €
Zp,p).

2. Sei (py, ps) € Z(p,»"), d.h.. 1< . Dann existieren
natiirliche Zahlen £, Imit 1 <<k <1 = m,so0daB

pl = r ’ '
Xeeo D =P4 40 jpz =P8 e

Folglich erhilt man
- ( ool .;.)(...-p{ e Dy )
poepe R R R TR L QY e d
= . R =p.
R IO AN ‘
Wegen ¢ < j und & < Z folgt daher {5,7) € I{p).
Somit gilt d{p, p') = |Z{p, p')| = |I{p).
Zur Beschreibung  verschiedener Nachbarschaftsstruk-
turen werden nachfolgend speziclle Graphen eingefiihrt.
Wir verstehen unter einer Nachbarschaft & cine eindeu-

tige Abbildung N : Pp — pot Pm, wobei pot die Potenz-
menge kennzeichnet. Sei N(p) die Menge aller Nachbarn

von p, dann heillt N symmetrisch, falls p* € N{p) genau -
- dann gilt, wenn p € N{p’). Andernfalls heiBt ¥ unsymme-
. trisch, Zur Beschreibung einer symmetrischen Nach-
‘barschaft wird ein ungerichteter Graph G = {P,, U)
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© DHd, GMm)) =

eingefithrt. Die Menge der Nachbarn von p bzgl. der
‘durch @ reprisentierten Struktur wird nachfolgend je-
weils mit N(p, @) bezeichnet. Dabei gilt u = (pt, p2) € T,
falls p2 € N{p!, @). Fiir G = {Pn, U) werden folgende
Definitionen getroffen, - ' ‘
Definition I: Eine Folge von Knoten, diej eweils durch eine
Kante in (¢ verbunden sind, wird als Kefte bezeichnet.’
Die Kette heilit einfach, falls in ihr nicht zweimal der-
selbe Knoten vorkommt. Unter der Kettenlinge, wird die
Anzahl der Kanten einer Kette verstanden, Fin Hamil-
tonkreis ist eine einfache Kette mit der Kettenlinge m!
Unter der Lange I{¢, p2, @) zwischen den Kuoten Pt
und p® in ¢ wird die Lange der kiirzesten Keotte von p!
nach p* verstanden. Der Durchmesser diam G eines mu-

- sammenhiingenden Graphen @ ist gegeben durch die
~ gréBte Lange zwischen zwei Knoten von .

Zwei Knoten p' und p? eines Graphen G sind einander
dhnlich, wenn ein Automorphismus @ existiert, der den
Knoten p! in den Knoten p? tiberfithrt und dabei die
Nachbarschaft erhalt. @ heifit knotensymmetrisch, wenn
jedes Knotenpaar ahnlich ist. Fiir einen knotensymme-
trischen Graphen sel 2d@) = [{p2 € Pn [ l{p!, 2%, Q) =1,
Pt € Py beliebig)| {Wegen der Knotensymmetrie besitzt
zi{@) fiir jedes p! € Pn den gleichen Wert). Der Graph G
heiBt n-fach verbunden, wenn = paarweise disjunkte
Ketten zwischen jedem Knotenpaar des Graphen existie-
ren. Der GHirtel eines Graphen & ist die Anzahl der Knoten
in einem kiirzesten Kreis in @. Der Umfang eines Gra-

- phen @ ist die Anzahl der Knoten im lingsten einfachen

Kreis in G.

Eine analoge Definition 138t sich fiir einen gerichteten
Graphen G = {Pn, U) angeben. Dabei ist jeweils Kette
dureh Weg und Kreis durch Zyklus zu ersetzen. Die .
nachfolgende Definition fiir einen Graphen & kann eben-
talls auf einen gerichteten Graphen & angewandt werden.
Definition 2: Sel Nmax(@) = max | N{p, G)|. Falls

P

PELm
Nuaxl@) = O(m*) gilt, dann wird N{p,@) als Nachbar-
schaft k-ter Ordnung bezeichnet. Ist Nmax(G) nicht poly-
nominal beschrénkt, dann heiBt N{p, @) exponentiell,
Weiter ist B{d, @) der mittlere Abstand d{p, p’) zwischen

- zwelin ¢ benachbarten Knoten pund 7, und entsprechend

bezeichne D¥d, ¢) die mittlere quadratische Abweichung
des eingefithrten - Abstandes d{p, ') zwischen in G be-

nachbarten Knoten.

3. Einige Nachbarschaftsgraphen fiir das betrachtete
Permutationsproblem o :

Das einfachste und ilteste Iterstionsverfahren 18t die

‘blinde Suche {Monte-Carlo-Simulation), bei der im nich-
, sten Schritt jede Lisung mit gleicher Wahrscheinlichkeit

erzeugt wird. Das zugehdrige Graphenmodell ist ein voll-

‘stindiger Graph G* = [P, U*) mit Schlingen, d.h.

U* = {{p, p?) € P},}. Die folgende Aussage basiert auf
Knuth [T); , _ _ '
Theorem 2: Bs gilt B(d, @*(m)) = ™7 —=1) unq
m(2m +5) (m —1)

T .
Bewets: Wegen Theorem 1 reicht es aus, zur Bestimmung
von E{d, @*{m)} die mittlere Anzahl von Inversionen einer

Permutation zu betrachten. Sei I(m, k) = |{p € Pul -

I{p) = k£}], und die Permutation PE Ppn_a entstehe aus
P € P durch Streichen des Flementes m. Wegen Iip) =
I(p) U Cu{p) und 0 << ef, << m — 1 exfiillt

gmlz) = I(m, 0) + I(m, 1) = + Ifm, 2) 2* + ...
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die Beziehung

B 4 s 2l grils). (2)

?TS) die erzeﬁgende Funktidn

gmlz) = (1 + 2 -+

Weiter gei dann gm{z} =
tiir die ZufallsgréBe @ der Anzahl von Inversionen einer

-

Permutation p € Pn, und es gllt unter Berucksmhtlgung

von (2)
(z) = hi(z) ha(2) ... Fmfz),
. wobel  hi{z) _1_+{L:jzk-1

ke

- die erzeugende Funktion der Zufallsgréfe H]c fiir die
Erzeugung einer nichtnegativen ganzen Zahl kleiner &

ist. .
W_e_iter erhidlt-man
1 kﬂ k1
il _ o
E(Hi) Z &—ﬂéi—i—) sowie
B2 1 '
Da(Hy) = B(HY) — [B(HWE = 132 (t<k<m)
und somit ,
: : : -1 —1
B{d, G* () = B(Gm) = z BH)= 3 il
‘ ‘ i=1 2 4 .
bzw. ‘
] - |
D2 (d, G*(m)} = D¥Gn) = E D2H) = 3
’ i=1 i—1 12
m (2m 4 6) (m—1)

Folgerung 1: Fiir m — oo gilt B{d, G*(m)) ~ 2;_2 und

D2 (d, G*(m)) ~ 2

Es zeigt sich, daB bei der blinden Suche der mittlere -

Abstand zwischen der blsherlgen besten Liésung und der

‘im néchsten Schritt zu erzeugenden Lisung sehr grol ist,

wobei die bisher erreichte Naherungslésung nicht zur
Erzeugung weiterer Losungen. ausgesnutzt wird, Es
weorden daher solche Nachbarschaften G{m) gesucht,
bei denen E{d, @{m)) deutlich kleiner als E{d, G*(m)) ist,

- aber trotzdem |[N{p, G{im))|, E{d, G(m)) und D2(d, G{m))
noch hinreichend grol sind, um eine friihzeitige Stag-

nation in einem lokalen Optlmum zu verhindern,
In [13] werden der Graph Gg(m) {Pu, Us) der Basis-

transformationen mit

- Us={{p" p?) € P |p2 = p-pl, p € P} ' (3)

"sowie verschiedene weitere Untergraphen von (s{m), bei

denen die Zyklenlinge von p in (3) beschrankt ist, be-
trachtet. Nachfolgend werden weitere Nachbarschafts-
graphen auf ihre Eignung fiir die Fntwicklung iterativer
Verfahren zur naherungswelsen Lasung des Problems (1)
untersucht.

Wir béetrachten jetzt zwei unsymmetrische Nachbar-
schaften, die durch die gerichteten Graphen GZs(m) bzw.

{p%, 509} € ULs genau dann, wenn

Pg—"(%“'J,&,’b—i ,@—JJrl)pl :

2 =<¢<m, §=<4—1),d h p®entsteht durch Verschie-

bung des i-ten Elements in ! um § Positionen nach links
{als ,,left shift* oder (L, %, j)-Verschiebung in p! bezeich-

50-

a6 om) =4 (6

- GRHm) beschrleben werden, In iGLS(mZ = (Pw, ULS) gilt

lich. gilt p2 . p* = B{p? -

net) Die dem Graphen GZs{m) zugrundehegende Nach-
barschaft findet zum Beispiel bei einem Iterationsverfah-
ren von Krone[Steiglitz (vgl. [8]) Anwendung. G5{m) ist
zusammenhingend und hamiltonsch, da der Giraph

-Gv{m) der Nachbarvertauschungen diese beiden E;gen-

schaften besitzt und jede Nachbarvertauschung eine
spezielle Linksverschiebung darstellt {vgl. z. B. [11]). Mit
analoger Begriindung gilt diese Aussage auch fiir die im’
weiteren betrachteten Nachbarschaftsgraphen.

Bemerkung 1: Seien P, P, P2 € Py mit pr=p Pl Dann

entsteht p2 gemau dann -durch sine {L, 7, §) Verschlebung
aus ', wenn in der Inversionstabelle ¢» c? =4 sowie
= Oftiralle k€ M \ {3} gﬂt Daher ist

d{pt, p?) = II(p)i =j.

Lemma 1: Gos{m) ist knotensymmetmsch
Beweis: Wir betrachten den Automorphismus P{p).=
P+ 2', wohei p’ C Pn beliebig ist, Selen ph, PR e Py mit

{p', p?) € U, d. h. P =P p' mit E sgn ¢ = 1. Folg-

2’) und somlt erhalt man

{p* p', p? p’) € ULS genau dann, wenn {pt, p2) € LS,
Fiir die Welteren nachfolgend- eingefithrten Nachbar-
schaftsgraphen ist die Knotensymmetrie jeweils-analog
zu beweisen. .

Lemma 2: Es gilﬁ g (p, GLS(m))] = ﬁ{m — 1} fie p € Pm
und m = 2. :

Bewers: Bei p = (pu, p,.. ,pm) € Pn. Bezughch des Ele-
ments p; konnen 1nsgesa.mt T —1{L, z, )- Verschlebungen
ausgefuhrt werden (2 < ¢ =m, 1 <<j=<i— 1) Folglich
gilt

m—1

v (p, @ )] "5

=1
Theorem 3: Hs gilt diam G=S{m) = m — 1 fiir m > 2.
Beweis: Seien p, pt € Pn beliebig und p2 = p- p'. Wir

betrachten die Inversionstabelle ¢ — {c?,...,c2). Dann
gilt H{p', p2, GLS) = ! genan dann, wenn

_—('m—i)

Z-sgnci_zl gllt.

i=1 ' o :
Wegen ¢f == 0 exgibt sich I(p', p2, G%8) << m — 1, und fiir

b +0 fur 2 = k< m wird das Glelchheltszemhen ange-

nommen

Theorem 4: In GLS(m) gilt folgende Rekursmnsbemehung

(m——l))—f—(m—-1)z:1( LS( *’1))

mit 0 <1< diam GiS{m) = m — 1 fir m =2 sowie
2{GHES{m)) = 1 fiir m = 1.

Beweis: Offensichtlich gilt 2o{GE5(m)) = 1 fiir m = 1.
Seien p, p' € P beliebig mit p =9 = (1, 2,...,m) und
p? = p - p'. Dann gilt l(pl P2, GL3) = denau dann wenn

.E agnc”:l N - o ‘ {4)

i=1

Folglich ergibt sich 2:(G#5(m)) aus der Anzahl der Per-
mutationen p € Pn mit (4). Die beiden folgenden Fille
sind moglich :

n—1

Fall 1: Es gilt ¢z = Ound somit 2 sgn ¢ =1L, In diesem

=1
© Fall gibt es z;{GLS(m— 1)) Permutatmnen P, 80 dal

p', p%, G5 = [ und ¢ = 0.,

m~—1
Fall 2: Es gilt ¢2 > 0 und somit X sgn % =1— 1.

i=0
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Sei 7 € Pu_r die Permutation, die aus p durch Streichen

- des Elements m entsteht. Da in der Inversionstabelle ¢,

die Fille ¢2 = 4 mit 1 <7 << m — 1 méglich sind, wer-

den jeweils m — 1 Permutationen p mit {4) auf cieselbe
" Permutation. § mit -

m—1

p) sgn c” =11

i=1 .
abgebildet. Somit gibt es {m — 1) zix {GZS(m — 1))
Permutationen p, so dafi i(p?, p?, G=¥) = {und ¢ >> 0.
Theorem 5: Ts gitt Bd, Grs(m)) = *-F 1 und Dd, G

(m)) il)(i___%). fur m = 2.

1 Beweis: Unter Beruoksmhtlgung der im Bewem von Lem-
ma 2 angegebenen Méoglichkeiten fiir (L %, §)-Versehie-
* bungen in einer Permutation p € Pn sowie Bemerkung 1

erhdlt man
: m—1
Ed, %5 (m) L S ¥ i (m—i)
( ) |7 (5, 655 (my)] =1
_ 1 m (m? —1) m+1
e 3
Wegen _
L8 _ o1 -
S ey
m—1 . mim41).

X F m—ij=

i=1

6
ergibt sich

D2, 6% () = B{ae, 6" m)) — |2 (@ 65 (m)]*
' m(m-;-i)"_(m + 1)2 _(m A1) (m—2).
=" % 3 ) T i3 '

Folgerung 2: Fiir m — oo erhidlt man Eld, GE5{m)) ~ %
und ‘

m?

i_'g_ .

Analoge Aussagen lassen sich fiir den Graphen (‘RS(m)

{ P, UES) ableiten, wobei (p!, p?-) S genau dann gilt,
wenn :

pPr=all, ¢+ 1,4+ 2,---,?3'+‘J') o
fl<im—1,)=<m—71),dh p entstoht, durch Ver-

D2 (d, 6" (m)) ~

_schiebung des - ten ‘Elements in ¢ um § Positionen nach

s

rechts {als ,right shift bzw, (&, 7, j)- Verschlebung in
pt bezeichnet),

Beme:» kung 2. Seien p, p', p? € Pp mit pg = p - pt. Dann -

entsteht p? genau dann durch eine (R, <, §)- Verschmbung
aus pt, wenn in der Inversionstabelle 2 % = ¢ sowle b =0
fiir alle k € M N\ {7} gilt. Da.her ist :

dp', p*) = |I(p)| = J. .
Wenn die den Graphen G*5(m) bzaw. GR${m) zugrundelic-

* gonden Nachbarschaften zu einer symmetrischen Nach-

barschaft erweigert werden, fithrt dies auf den ungerich-

't.eten Graphel {Pum, Usy mit Us = {{p', p?) €
2 | (pt, p?) € URS v/ (pt, p2) € UBs),.

D1e dem Graphen Gs(m) zugrundehegende Erzeugung

* benachbarter Permutationen- wird unter anderem in

" einem sus Prinzipien der biologischen Evolution abgelei-

teten Suchverfahren benutzt {vgl. [12]).

 Thearem 6: G5(m) hat den Giirtel 3 fitr m = 3.

Wigs, &, Techn. Univeraitit Magdeburg 81 (1087) Heft b

Sk DN {pread. AuBerdem gei Pt =

Beweis: Seien pt = (pi,- P2, P3yeresPm)y PE = (D2, D1, D3y vury
pm) P8 = {Pa, Pa, PiyeeeyPm) € Pr. Dann bildet p1, p2, &, pt
einen Kreis der Linge 3 in G5{m).

Lemma 3: Es gilt |N(p, G5{m))| = {(m — 1)2 fiirm = 2,

Beweis: Sei p = {p1, pe,...,pm) € Pn. Neben den im Beweis
von Lemma 2 angegebenen (L, ¢, §)-Verschiebungen in p
konnen beziiglich des Hlements p: insgesamt m — ¢
{R, 1, j)-Verschiebungen ausgefithrt werden (1 <¢<<m

— 1,1 =4 =< m — 7)., Da bei Realisierung einer (X, 7, 1)~

bzw. {L, % - 1, 1)-Verschiebung jeweils dieselben Permu-
tationen erzeugt Werden, erhéilt man
“ )|+ [N (m, 6™ om)

¥ 3.6 =l

—(m—i)_2 Z ra—u(fm—i) (m—1)2.

i=1

Theorem 7: Es gilt di&m @5(m) = m-— 1 fir m = 2.

Beweis: Wegen diam GL5{m) = m — 1 folgt diam 9

- {m) << m — 1. Bei § € Pn die Umkehrpermutation von p.

Es wird nachfolgend gezeigt, daB Hp, 5, @) =m — 1
gilt. Fiir in = 2 bzaw. m = 3 gilt offenbar die Behauptung.
Wir nehmen an, die Behauptung gelte fiir in = & und
zeigen, daf} sie dann auch fir m = &+ 1 gilt. Sei pr =
{P1,.0 08, Prrs1) € Pr-1. Ferner bezeichne j die Umkehr-
permutation von p = {p1,...,p0) € P{K) mit £ = {1,-...,
{prsa, P} Wegen
der Induktionvorsussetzung gilt Hp, p, Q%) =k —1,
Angenommen, es gilt l(pl P, @8 <k, d. h, das Element
pr+1 wird nicht durch eine Linksverschiebung auf Po-

© sition 1 in P angeordnet, Dann miissen alle Elemente der

Menge K durch Rechtsverschiebungen auf ihre Posi-
tionen in fit iiherfithrt werden im Widerspruch zur An-
nahme Kpt, t, G%) < k.

Folghch gilt Hpt, p1, G%) = k.

Bemerkung 3: Belen p! = {P1,n,Pm), P2 E Puy und gelte -
Po(p?, pn) > 1, dann ist Hp?, p?, G5) <m — 1. Somit
gilt stets 2m-1(G%{(m)) = 1, da nur fir die Umkehrpermu-
tation ft € Pu von pl Hpt, 1, G5) = m ~ 1 gilt, wihrend
aus Theorem 4 folgt, dab zn_{GE5(m)) = {m — 1)! gilt.

me+m—3
C3m—1)
m (md —dm2 4+ Tm —6)

i8(m—1y

Theorem 8: s gilt B{d, G%{m)) = und

D2 (d, J8(m)) = fir m=2.

Beweis: Unter Berticksichtigung der in den Beweisen von
Lemma 2 und 3 angegebenen Moglichkeiten fiir (L, 2, §)-
bew. {R, 1, )-Verschiebungen in einer Permutation p € Py
sowie Bemerkungen 1 und 2 erhilt man

o 1 m—1 )
H(d, G%(m)) =Wm [2 El i{m—i) —(m—1)

1
TN (p, GS(m))|
L mt - m =3
T (m—1)

[(W 1) () T = 1;(2m _’1)]_

Wegen

1 | m_l - .‘ .
B (d?, G5(m)) =mlz Ei 4% (m — —(m——i)]
i
AT
o [mE(m —1)(2m —1)  {m—1)2md
X[ -3 - 9
_ M mt—6 :
T T6(m—1)

—(m—1)]




" Folgerung 3: Tiir m — oo st E{d, G5{m)) ~
2 o
Ad, @5(m) =T

i

T=j=

ergibt sich _ _
DA, §5(m)). = E(d®, G5(m)) — [E(d, GS(m)P

m (mE —dm?E | T —8)
18 (m —1)?

% un(_:‘irD2

18

* Durch Hinzunahme weiterer Kanten gegeniiber dem

Verschiebungsgraph G5(m) entsteht der ungerichtete
Blockvertauschungsgraph G=5{m) == (P, U/5L) mit UL =
{24 2%).€ Po | D' = (PreeesDict, DiyeersDir DidirenerPi,

P’Hla- "lp'm)s Pz_ = _(291;-- Pl Pitye.sPr, P‘U" 01 Pr+lyeess

Cpm}), doh. es werden zwei henachbarte Blocke By =

-{pf,.._.,pj-}_und Ba= {pja1,ecpe} in p! vertauscht. Be-
zéichne f = Po{p!, p;) = ¢ die Position des ersten an der

' Blockvertauschung beteiligten Elements. Dann kann eine
{B1, Bs) -Blockvertauschung in p* auch durch Angabe von
" f, | Bl und |B2] beschrieben werden., Offensichtlich gilt
CUs C UBE (fiar 1By = 1 baw. | By = 1 wird genau eine .-

{R,%,§)- bzw." (L, 1, j)-Verschiebung ausgefiihrt), und
somit hat GBL(m) den Giirtel 3 fitr m > 3. :

- m{m? -~ 1)

6 Hirpc Py

Lemma 4: Es gilt | N{p, Gﬂﬁ(m)ﬂ

und m = 2. -

Beweis: Sei p € Pp beliebig. Dann gibt es folgende Mog-
lichkeiten fiir (B, By)-Blockvertauschungen in p:
Zuniichst gilt stets 1 < |Bif=4 < m — 1. Dann gibt es
jeweils L .

Moglichkeiten mit |Be| = 1 (f = 1,...1m —4),

m —i—1 Miglichkeiten mit |Ba| = 2(f = 1,...,m —i —1),
B T T e . .. . SOWiE
1 Méglichkeit mit |Ba| = m — i (f = 1), ‘
Folglich erhalt. man |
o m—1 m—1  me—1
N (p,@Bxm))| = T i(m—i)=m ¥ i~ 3
, i=1 i=1 . =1
oM (m?—1)
=

‘Somit ist N{p, G_B:E(m))' eine_Naehbé,rseha,ft. 3. Ordnung.
 Bemerkung 4: Sei pt € Py und p? die aus p! durch eine

(B1, Ba)-Blockvertatschung mit |B = ¢ und |Bs| = j

entstandene Permutation (z + § <X m). Dann erhalt man

wegen Z(p', p¥) = BixX B: sofort d{pl, p?) = 1-4.

Lemma 5:. Es gilt max  {d(p', p?) | (]51, p?) £ UBLL =
2

5] |

Bewels: Sei p? die aus pt durch eine (B, B)-Blockver-

. tauschung mit |Bi| = ¢ und |B:| = entstandene Pesr-

r:uuta,tion. Offensichtlich wird der maximale Abstand fiir
% 4§ = m angenommen. Wegen Bemerkung 4 gilt
d{pt, p2} = i(m — 1), und man erhalt als Optimalldsung
ohne die Ganzzahligkeitsforderung

. it dmﬂx = -ﬂiﬂ .

m
2 4

Y.
Seien ¢ = L?J und § = {- g—r’ . Dann erhéi;It man

(e

fir m=0mod?2
T rnax = '

4
m | om? | fil
T—Z_LZ_J {ir maimodi

17 x| bezeichne die grife ganze Zahl g¢'mit ¢ < x und
[x] bezeichne die kieinste ganze Zahl g mit g =
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Theorem 8: Es gilt B(d, Gor{m)y —
 19md 4 TOm® — 3TmE—280m—156

De BL — ‘

. (d, Gkm)) = = 8400

fiir m = 2, '

und -

Beweis: Unter Beriicksichtigung der im BeWeis»von Lem;' o

ma 4 angegebenen maglichen (B, Bs)-Blockvertauschun-

gen sowie Bemeritung 4 erhilt man

‘ 1 m—l m—i '_f 7 )
A -y R
. ' 1 ’ m—1 1 - .

R L
:mr—-————(p, G'BL(m)}‘ — ?:Ei # + 3 (m —-}—1) 1_51 3 -

m—1 i1

—@Bmi4mt2) % it (mdA3mEim) ¥ i
. . =1 . . i=1 L
_ 3mP416m 418 - ‘
- 60
Wegen
o N 1 m—1 m—i . : R
Edﬂ’ BL e S S % ;2 m_.‘___' 1
( ) |~ (P,.GB"(m))‘iEi ' jéij m = _.fj+ _-)
" om0 D m— '
= - - 48 — 44 35
B (5, 6oy 2 1 W B
. . —1 . : s .
+(6m2—|—12m—|—5)?i52 34— (dm® 4 12m2 - 10m L 2§ v

t=1
m—1 C m—1
X. % B4 (mtdmd FEmEm) ¥ |
i—1 _ gt _
" 2t 414w 4 3TmE 4 49m + 30
= T 420

ergibt sich ‘ -
D2 (d, G#5(mi)) = T (d2, GBL()) — [B (d, GR2(m)yt

_ 19t - T0m® — 3Tm? — 280m —156 o
= 5400 T
Folgerung 4: Fir m — oo erhilt man E{d, G¥i(m)) ~
gg° und .

C 19mA '

Dz (d, GBL(m)) ~ 3400

Bemerkung 5: Wegen Folgerung 1 erhilt mah"_fﬁr groBe

m B{d, G# {(m)) ~ % B(d, @*(m)}. Da dic unbefricdigenden
Resultate bei der Mohte-Garlo.-Simﬁ_lation {vgl. [12]) auf .

die unzureichende Beriicksichtigung einer 'geeigneten
Nachbarschaft der im bisherigen Suchiverlauf erhaltenen

besten Losung zuriickzufithren sind {die Néherungslésung
wird nicht zur weiteren Frzeugung von Permutationen

ausgenutzt), ist es somit kaum empfehlenswert, Nach-

barschaften mit einem wesentlich gréferen mittleren
Abstand als #{d, G=L{m)) zu betrachten!

Bemerkung 6: Wegen UBL 2 TU¢ gilt diam Gﬂi(m)

< diam GS(m) =m — 1. Fir 2 << m < 4 gilt auch tat- -

_séchlich diam G2L(m) = m — 1. Da andererseits fiir m ="
5 aus p = {p1, pa, ps, P4, ps) die Umkehrpermutation § . -

durch 3 Blockvertauschiungen zu erreichen ist (o' =
(D, p3, p1, P2, o), P* = (s, Pu, 05, Ps, Pr)y_ p° = ), er-

hilt man' unter Beachtung von Bemerkung 3 diam

Gsiim) <m — 1 firm =5, :

Fiir m =>4 ist GBL(m) offensichtlich 1§'ei1.1 Untefgraph desi _
Graphen @%(m) der Basistransformationén. Wie das fol-.- .
gende Lemma zeigt, sind die Nachbarschaften N (p,G.BL =

. Wiss, Z. Techn, Universitat Magdelﬂurg 31 (1987) Hett 5_

»




- Lemma6: Sei N =

(m)) und N{p, Gs{m . )) we_éentlie_h voneinander verschioden.
!N(p, Griim)) / N{p, @G/(m))|. Dann

gilt
. m—1, mwi )
N=Z I (m—i—j-+1).
i=2 F=2 mit
2.2 F (&) =+1

Beweds: Die Permutation p/ € P, entstehe durch eine-

(Bi, Bs)-Blockvertenschung mit |Bi] =7 und [Ba| =
aus p € P

Dann existiert ein § E P, 80 dafl p' = p p, und 7 hat
die Gestalt f + & —a-f -+ {k + ¢) mod (z + 9) {5
Hir 0<bkb<t4+4-=1 (dle restlichen Elemente sind

.. Fixpunkte).
* Es wird gezeigt, da.B PEPaw gena'u dann gilt, wenn g. g. 7.

%, 9) = 1.
Wir betrachten den Zyklus ¢ in der Hauptproduktdar-
stellung von p, der das Element f enthilt. Sei. e(c) =

s(= 1 + 4} Wegen (5) ist s die kleinste posmve ganze
Zahl mit s - ¢ = 0 mod (¢ + §), d. h. es oxistiert eina << §

mits s = a(z—f—g) Dabeiist g g. T. {Z, §) = 1 genau dann

wenn & = ¢ -|- § und - somit p ¢ P.r gilt. Unter Beach-

tung der im Beweis von Lemma 4 angegebenen Moglich-
keiten fiir {B1, Bs)- Blockvertauschungen erhdlt man

m—1 m—i
= z (m—i—j+41).
i=2 j=2 mit
g.g-T.(,5)51
Aus Lemma 6 erha,lt man, daf zum Belsplel firr m =
10, 20 bzw. 40 bereits 23, 03; 28, 27 bzw. 359, der Nach-
barn von p in GBL{m) nicht in N(p, Gze(m)) enthalten sind.

. Fiir Iterationsverfahren bedeutsame Untergraphen von

G74{m) entstehen, wenn nur spezielle Blockvertauschun-
gen mit |B1| 4 | B < kund 2 << k << m in einer Permu-
tation p zugelassen werden. Diese Graphen werden mit
(54{m) bezeichnet. Der Graph G%4m) entspricht dem
Nachbarvertauschungsgraphen .@Gv(m) {(vgl. [L1]). Fiir
%= 3 und & = 4 erhilt man: : '

k=3 — |V (p, GE¥(m)| =3m —5,

B (4, G§4m) = o= ?
: 2mE —6m 44
Dﬁ(d G (m)) = _(Wffa)-_?]_“’
b =4—[N(p,GI%(m))] =6m— 14.
e
B (4, G34m)) = =2,
33m2 — 146m 145

Diese Nachbarschaftsstrukturen erscheinen als glinstig,
wenn damit zn réchnen ist, da$ hiufig zwischen der mit

~einem Konstruktionsverfahren -ermittelten Ausgangs-
* lésung sowie der Optimalldsung ein geringer Abstand

besteht.

. AbgchlieBend betrachten wir-die durch die ungerichteten -
%-Abstandsgraphen G*(m)} =
. bargchaften.

(P, UF) beschrlebenen Nach-

Dabei sei Uk = {{p!, p3) € P2 [ L < d(pt, p?) < k3, wo-
bei fiir das betraehtete Abstandsmall max {d{p!, p?) |
w4, 1° € P} = (§) __ N ()
und daher & =< {§) gilt. Fiir & = 1 entspricht G*(m) dem

in [11] beschriebenen Graph der Nachbarvertauschungen
Gv(m).

. Lemma 7: Fir m = 4 und k = 2 ist G*{m) kein Unter-
graph des Graphen Ga{m) der Ba,smtransform&tlonen

=y p,

-Bewers: Seien pl.= (1, P2, P3, PayeerPm),

- Wisa, Z, Techr;. Universitidt Magdeburg 31 (1987) Heit &

(1,8,9), p* = {8, 1

Dy PayeenyPm ) .Wegen d{pt, p?) = 2 ist {p', p*) € Ux. An-
dererseits . gilt pﬁzz(i 2)-2{(3,4) - p und somit (p,

P& Ua,

Theorem 9: G*(m) hat den Giirtel
Glirm =3und k= |1,
! 4 fiir m > 3 und £ = 1 sowie
Jflirm =3 und 2 < b < ().

Bewew Sel k=1, Fir m= 3 ist plz( ,2,3), pz
22, pt=13,2,1),p° = (2,3, 1), p
{2,1,.8), p* der cinzige Kreis in Gl(m) Fiir m > 3 lst in
@(m) offenswhthch kein Kreis der Lange Kleiner als 4
enthalten. Selen P = (P, P, Do, Payerspn), 1° = {pa, 1,
D8, PasersPrm)y PP = (P2, P1, Pa, PayeresPm) und pt = {pi, po,
P, PayenesBin)e Dann bildet #1, p2, p*, p*, p! einen Kreis der
Lénge 4 in Gl(m) Seien 1 < k< (7)) und p' = (py, P2
DoseresPm)s PP = (P2 D1, Passvespn) und p¥ = {ps, pa, pu,..
pw). Dann blldet ' p‘a p°, p* einen Kreis der Lange 3 in
@+ {m).

Theorem 10: Es gllt dlam G"(m) ‘ ( )—’ fur m =2 und
k= (@).

Beweis: Seien p, p’ € P, mit di{p, p') =1L Da.nn existiert

eine Darstellung oo

2 = 2 (1, f1) 2 (s, Jiot) e 2 a1, 5) 2 (1~ L, 7)) p,),
: : ' o

- wobei 2(jr — 1, z) Standardtranspositionen sind. (Es sei
. bemerkt, daB die Reihenfolge der Standardtranspositio-

nen in (7) i, . nicht eindeutig bestimmnit sein muf}!)

Heien p" =z(fm—1L7m) .2 (j(t_;);c;l — 1, fu-n841)

= 1, P o= LEE_\

prt=g{fi—1J0 .2 (s —1L,5mea) falle I13=0modk,.

d.h. wir erhalten p/ = p*. p*-L ... p*.p' p mib b=
41 Wegen (6) folgt somit diam G’“(m) &) )

Folgerung 5: Aus dem Beweis von Theorem 10 erhilt
man

Ly

w(@m) = -3

zi (Gv(m)),
=) B .

wobel 2 < kB =< (¥), 1 <l < diam G¥(m), 2o(@{m)) =1
und Zt(GV{m)) =0 fiir > diam Gp( m) = (%) gilt und
m = 2.

Tabelle fiir z.((F2{m))

A 2 3 4 5 6 7 8

0 1 1 i 1 1 1 1 i

1 0 1 4 8 13 19 36 34

2 0 -0 1 - 14 35 78 147 250
3 0,0 0 4 42 161 428 945

4 0 o 0 0 24 202 814 2376

5 0 o 0 0. 5 181 1104 4433

6 0 0 0 0 -0 78 1104 6467

7 0 o 0 )

¢ 19 814 7672

Seien p, pt € Py beliebig und p2 = p - pt. Beziiglich des

Graphen Ghv{m) von Nachbarvertauschungen erhalt. man
unter Beachtung von Theorem 1

Hpl, 2, Gy) = dip!, p?) = (I(p)|
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1N (, G3(m))| =

und somit fitr I < m (vgl. [7])

2 (Gv('m}) — (m+i5—2) mltlz B) + (m+z-s (m+l-s
+ (= (e - (m”f,’fj_‘f" DA e (8)
wobei #y = {352 — §)/2 die sogenannten Pentagonalzahlen '

darstellen. Da fiir Methoden der lokalen Suche im wesent-
lichen nur Nachbarschaften his etwa zur 3. Ordnung in
Frage kommen diirften, sind bei den Graphen G¥{(m) die

Fille & = 1, 2, 3 von besonderer Bedeutung, denn unter
" Beachtung von Folgerung 5 und (8) erhiélt man

IV (p, GLm))| =m — 1
mz-—?%"f'4:

|V (p, G’zfm))i = fir m=2 sowie

3 a._. — g
m+3m64m 12 fiir m=3.

Bel stochastischen. Verfahren (die Nachbarschaft wird
nicht vollstandig durchsucht!), kénnen jedoch: durchaus
auch Nachbarschaftsgraphen Gk(m) mit £ >3 Beruck-
sichtigung finden.

4, AbschlieBende Bemerkungen

In der vorliegenden  Arbeit wurden einige Nachbar-
schaftsstrukturen zum = diskreten Optimierungsproblem
(1) untersucht, die bei der Entwicklung von Iterations-

“verfahren zur niherungsweisen Losung ven Problemen

des betrachteten Typs Anwendung finden kénnten.

Mit den Graphen GZ5(m,) bzw. G25(m) wurden dabei auch
zwei unsymmetrische Nachbarschaften betrachtet., Aufer-
dem wurden zwei Nachbarschaften untersucht, bei denen
die zugehdrigen Graphen G#L{m) sowie G*(m) keine Unter-

graphen des Graphen Gs(m) der Basistramsformationen

sind. Inshesondere fiir Methoden der lokalen Suche, d. h.
bei vollstindiger Durchsuchung der Nachbarschaft,
diieften die genannten Untergraphen GEi(m) mit k =
3,4 des Blockverta.uschungsgxaphen @8i{m) bhesondere
Bedeutung haben, die joweils oine Nachbarschatt 1. Ord-
nung reprigentieren.
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- In Interesse wiren dabei Ergebnisse fiir einigé' Problém=

" [2] Beaux de, U.: Untersuchungen zu pra.ktlschen Losungs

stellungen des Typs (1) bei vollsténdiger bzw. teéilweiger-
Untersuchung spezieller Nachbarschaften. hinsichtlich der-
erreichten Effektivitat (Verhdltnis von relativer Ziel-
funkmonswertverbesserung zur Anzahl der erzeugten Lo-:

sungen). B

LITERATUR

[1] Balmsk@, M. L., Russakoﬁ, A On - the assngnment:. :
polytope, STAM Review, Vol. 16 Nr. 4, 1874, 516 bis
526. :

moglichkeiten wvon Reihenfolgeproblemen und.-deren
Strliktur Diplomarbeit, Techn. Hochsch. Ma.gdeburg -
198
[3] Bliinel, K. ZurQuas:konvexmatspemellerParmutatmns-"—
gro]gleme Diggertation A, Techn, Hochseh, Ma.gdeburg,‘-
98 L
[4] Burkord, R. E., Stratmann, K. H.: Numerical investi-
gations -on qua,dra,tm assignment problems. Naval Reés,
Log. Quart. 25, 1978, No. 1, 120—148, o
[5] Emelicev, V. A., Kowale'v, M M., Kraved, U. K. Po--." -
Iyeder, Graphan Optimierung,. Deutscher Verlag der
‘Wissenschaften, Berlin, 1985, '

[6] Flachsmeyer, J.: Kombinatorik. Deutacher Verla.g der ;.

Wisgenschaften, Berlin, 1972, D
[7] Knuth, D. E.: The Art of Computer Programming,

Vol. 3: Borting and Searching, Addison-Wesley Pubhsh-'
- ing Company, 1973.. -
[8] Krone, M. J., Ste@ghtz, K. Heuristic programmmg ‘How

lution of B flowshop seheduhng problem, Operatlons T

Research 22, 1974, 629—638. .
[9] Lim, S., Kenghan, B. W.: An effective heuristic algo- :
rithm for the traveling salesman problem. Opera,mons
Research 21, 1973, 488—516.
[10] Lugowski, H Wemert H.: Grundziige der A_lgebla,.
BSB B. G. Teubner Verlagsgesal]schaft Leipzig, 1968,

1117 Seiffart, B.: Zur Struktur von Graphen zum-Zuordnungs” .
polyeder, Wiss. Z. Techn. Hochsch: Magdeburg 26(1982)*

H. 3, 49—54.

[12] Wemer, F.: Zur Lbsung epezieller’ Rexhenfolgepw-
bleme. Dissertation A, Techn. Hochsch, Magdeburg,
1984,

[£3] Werner, F.: Zu séinigen N&ehba;r&haftsstrukturen fiir -

Tterationsverfahren zur niherungsweisen Ldsung spe- -

zieller Rexhenfolgeprobleme emgerelcht in ,,optum-'
zation*




